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3 Definierbarkeit in der Pradikatenlogik

3.1 Definierbarkeit

AXIOMATISIERBARE STRUKTURKLASSEN. ~Wir haben bereits in Kapitel 2
den Begriff der durch eine Satzmenge ® axiomatisierten Strukturklasse
Mod(®) eingefiihrt und Axiomensysteme fiir einige wichtige Klassen
angegeben, etwa fiir Graphen, Gruppen, lineare Ordnungen sowie fiir
die Klasse aller unendlichen Strukturen.

Definition 3.1. Sei (7) die Klasse aller t-Strukturen. Eine Strukturklasse
K C (1) ist FO-axiomatisierbar (oder einfach: axiomatisierbar), wenn
eine Satzmenge ® C FO(T) existiert, so dass K = Mod(®). Wenn das
Axiomensystem & fiir /C endlich ist, dann kénnen wir die Konjunktion
P = N{¢ : ¢ € &} bilden und damit K durch einen einzigen Satz
axiomatisieren. Wir sagen in diesem Fall, /C ist elementar oder endlich
axiomatisierbar.

Wir beginnen in diesem Kapitel mit der Untersuchung der Aus-
drucksstarke der Pradikatenlogik. Ein wichtiger Aspekt ist dabei die
Frage, welche Strukturklassen FO-axiomatisierbar und welche sogar
endlich axiomatisierbar sind.

Wir wissen bereits, dass Graphen, Gruppen und lineare Ordnungen
endlich axiomatisierbar sind. Weiter ist offensichtlich, dass dasselbe
auch fiir Aquivalenzstrukturen, partielle Ordnungen, dichte lineare
Ordnungen, diskrete lineare Ordnungen, Ringe und Korper gilt. Die
Klasse aller unendlichen Strukturen ist zwar FO-axiomatisierbar, aber
das Axiomensystem ®,, das wir in Kapitel 2.4 dafiir angegeben haben,
besteht aus unendlich vielen Formeln. (Wir werden spéter sehen, dass
kein endliches Axiomensystem fiir diese Klasse existiert.)

Hier sind noch einige weitere Beispiele fiir axiomatisierbare Struk-
turklassen.
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3.1 Definierbarkeit

Beispiel 3.2.

* Die Klasse aller Korper ist axiomatisiert durch $xsrper € FO(Tar),
die Konjunktion aller Kérperaxiome. Fiir jede Primzahl p ist auch
die Klasse der Korper mit Charakteristik p endlich axiomatisierbar
durch Yxerper A Xp, Wobei xp der Satz 1+---+1 = 0 ist. Fur

p-mal
Korper der Charakteristik 0 konnen wir zumindest ein unendliches

Axiomensystem angeben, namlich

@ = {Ysrper } U{—Xp : p Primzahl}.

¢ Auch die Klasse ACF der algebraisch abgeschlossenen Korper ist
FO-axiomatisierbar. Der Satz

Py :=Vug - - Vuu(uy 70 — Ix(ug +urx + - - + upx =0))

besagt, dass jedes Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten aus
dem Korper auch eine Nullstelle im Korper hat. (Hier ist x™ als

abkiirzende Schreibweise fiir den Term x - x - - - - - x aufzufassen.)
——
n mal

Also ist Dpcp = {szérper} U {¢yn : n > 1} ein Axiomensystem fiir
algebraisch abgeschlossene Korper.

Ubung 3.1. Sei 2 eine endliche Struktur mit endlicher Signatur. Zeigen
Sie, dass {®B : B = A} endlich axiomatisierbar ist.

Der Nachweis, dass eine Strukturklasse (endlich) axiomatisierbar
ist, wird in der Regel durch explizite Angabe eines Axiomensystems
gefiihrt. Um nachzuweisen, dass eine Strukturklasse gar kein oder zu-
mindest kein endliches Axiomensystem zulésst, sind andere Methoden
erforderlich, welche in diesem und dem folgenden Kapitel entwickelt
werden sollen.

Zunéchst aber diskutieren wir noch einen anderen Aspekt der
Ausdrucksstédrke einer Logik.

DEFINIERBARKEIT IN EINER STRUKTUR. Neben der Frage, welche Struk-
turklassen durch Sétze oder Satzmengen der Pradikatenlogik axiomati-
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3 Definierbarkeit in der Pridikatenlogik

sierbar sind, konnen wir die Ausdrucksstiarke von FO auch innerhalb
einer festen Struktur untersuchen.

Sei ¢(xq,..., %) € FO(T) und 2 eine t-Struktur. Dann definiert i
in A die r-stellige Relation

po‘ ={(ay,...,ar) : A= y(ay,...,a,)} T A"

Definition 3.3. Eine Relation R C A" auf dem Universum einer t-
Struktur 2 ist (elementar) definierbar in 21, wenn R = ¢ fiir eine Formel
¢ € FO(7). Eine Funktion f : A" — A hei8it elementar definierbar,
wenn ihr Graph Ry elementar definierbar ist.

Insbesondere ist also eine Konstante a elementar definierbar, wenn
eine Formel ¢(x) € FO(T) existiert, so dass % = ¢(a) und A = —¢(b)
fiir alle b # a. Wir sagen, a ist termdefinierbar in 2, wenn ein Grundterm
t € T(7) existiert, so dass t* = a. Jede termdefinierbare Konstante ist
insbesondere elementar definierbar durch eine Formel der Form x = f.

Beispiel 3.4.

* Die Ordnungsrelation < auf R ist elementar definierbar in
(R, +, -,0,1), denn fiir die Formel ¢(x,y) := 3z(z #0Ax+z-z =

y) gilt:
a<b gdw. (R,+,-,0,1) = ¢(a,b).

e In (Z, <) ist die Nachfolgerfunktion z — z + 1 elementar definier-
bar durch die Formel ¢(x,y) :=x < yAVz(x <zAy #z—y <
z).

e In (N,+,0,1) ist jedes n termdefinierbar durch den Term n =
1441 (furn > 1).

—_—

n mal

e Im Korper (Q, +, -,0,1) der rationalen Zahlen sind die termdefi-
nierbaren Konstanten genau die nattirlichen Zahlen n € IN. Alle
anderen Elemente sind elementar definierbar durch Formeln der
Form p - x = g oder p - x + g = 0, nicht aber termdefinierbar.
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3.1 Definierbarkeit

e Im Korper der reellen Zahlen kénnen schon aus Machtigkeits-
griinden nicht alle Elemente elementar definierbar sein: Es gibt
tiberabzihlbar viele reelle Zahlen aber nur abzihlbar viele Formeln
¢(x) € FO(Tar).

Als nichstes beobachten wir, dass das Hinzunehmen definierbarer
Relationen zu einer Struktur keinen Gewinn an Ausdruckstirke bringt.

Lemma 3.5. Sei 2 eine o-Struktur und B eine Expansion von 2 durch
beliebig viele, in 2 elementar definierbare Relationen und Funktionen.
Dann ist jede in B elementar definierbare Relation oder Funktion bereits
in A elementar definierbar.

Beweis. Sei T die Signatur von %B. In jeder Formel ¢(%) € FO(t) kom-
men nur endlich viele Relations- und Funktionssymbole Ry, ..., R
bzw. fi,..., ft aus T\ o vor. Zu jedem dieser R; bzw. f; gibt es eine
o-Formel 8;(7) bzw. x;(#,z), welche in 2 die entsprechende Relation
bzw. Funktion von B definiert.

Weiter konnen wir nach Lemma 2.19 annehmen, dass ¢ termre-
duziert ist, d.h. dass Funktionssymbole aus 7 \ ¢ nur in Atomen der
Form f;j = z auftreten. Indem wir in ¢ (%) die Relations- und Funkti-
onssymbole aus 7 \ ¢ durch die definierenden Formeln ersetzen (d.h.
jedes Atom R;ii durch 8;(77) und jedes Atom f;ii = v durch x;(i1,v)),
erhalten wir eine Formel ¢(%) € FO(¢), so dass B |= V(¢ < ¢). Da ¢
eine o-Formel ist, folgt insbesondere % = ¢%. Q.E.D.

RELATIVIERTE QUANTOREN. An zwei Beispielen illustrieren wir die
Verwendung relativierter Quantoren.

Stetigkeit. Sei f : R — R eine Funktion auf den reellen Zahlen. Ist die
Menge {a € R: f stetig im Punkt a} in der Struktur (R, +,-,0,1, <, f)
elementar definierbar?

Wir betrachten dazu die Stetigkeitsdefinition aus der Analysis: Sei
U, (x) die e-Umgebung von x. Die Funktion f ist stetig in x, wenn
fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass fir alle y € Us(x) gilt:

f(y) € Ue(f(x))-
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3 Definierbarkeit in der Pridikatenlogik

Die Existenz- und Allaussagen fiir 4, ¢ und y sind hier relativiert:
es werden nur Elemente betrachtet, die gewisse Eigenschaften erfiillen.
Man beachte, dass relativierte Aussagen der Form ,es gibt ein x mit
a, so dass ... " bzw. fiir alle x mit a gilt ...“ durch Ix(a A ---) bzw.
Vx(a — - --) formalisiert werden kénnen. Wir benutzen gelegentlich die
Schreibweise (3x.a)y als Umschreibung fiir 3x(a A ) und (Vx.a)yp
fiir Vx(a — 9).

Um Stetigkeit zu formalisieren, gehen wir nun wie folgt vor. (Wir
verwenden die Relation <, was aufgrund ihrer elementaren Definier-
barkeit unproblematisch ist.) Zunéchst ist leicht einzusehen, dass die
Relation {(a,b,¢) € R3:e>0und b € Ue(a)} durch die Formel

e(x,y,2):=0<zA(Fu.0<u<z)(x+u=yvVy+u=x)

definiert wird. Die Stetigkeit von f im Punkt x wird nun ausgedriickt
durch die Formel

P(x):= (Vu.0<u)(Iz.0 < 2)Vy(o(x,y,z) — o(fx, fy,u)).

3.2 Das Isomorphielemma

Definition 3.6. 2 und B seien T-Strukturen. Ein Isomorphismus von
A nach B ist eine bijektive Abbildung 7 : A — B, so dass folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fir jedes (n-stellige) Relationssymbol R € T und alleay, ..., a, € A
gilt:

(a1,...,ay) € R* gdw. (may,..., ma,) € RE.

(2) Fir jedes (n-stellige) Funktionssymbol f € T und alle ay,...,a, €
A gilt:

nf*ay,...,an) = fB(ray, ..., may).

Bemerkung 3.7. Fiir jedes n € IN ldsst sich 7t auf natiirliche Weise zu einer
Abbildung 7t : A" — B" erweitern mit 7t(ay, ..., a,) 1= (7ay, ..., way).
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3.2 Das Isomorphielemma

Bedingung (1) konnen wir dann auch so formulieren: Fiir alle Relati-
onssymbole R € 7 ist 7(R®*) = R®. Bedingung (2) bedeutet, dass fiir
alle Funktionssymbole f € T gilt: ro f* = fP o 7.

Fiir nullstellige Funktionssymbole c besagt Bedingung (2), dass
A B

TIC™ = ™.

Definition 3.8. Zwei t-Strukturen 2 und B sind isomorph (kurz: 2 = B),
wenn ein Isomorphismus von A nach B existiert. Ein Isomorphismus
7T+ A = A heilt Automorphismus von 2.

Notation. Wir schreiben 7 : 2 = 9B um anzudeuten, dass 7 ein
Isomorphismus ist. Die Identitdtsabbildung auf 2 bezeichnen wir mit

Die Menge aller Automorphismen einer Struktur 2 bilden beziig-
lich Hintereinanderausfithrung eine Gruppe mit neutralem Element
1o(. Wir nennen sie die Automorphismengruppe oder Symmetriegruppe
von 2 und bezeichnen sie mit Aut(2l). Eine Struktur 2 ist starr, wenn
Aut(2) = {1g}, d.h. wenn der triviale Automorphismus 1y der einzige
Automorphismus der Struktur ist.

Isomorphe Strukturen betrachten wir als gleich. Insbesondere kon-
nen FO-Formeln nicht zwischen isomorphen Strukturen unterscheiden.

Lemma 3.9 (Isomorphielemma). Sei 7 : = B ein Isomorphismus
von 7-Strukturen. Dann gilt fiir alle ¢(xq,...,x,) € FO(T) und alle
ai,...,ap € A:

A= 1p(ay,...,an) gdw. B = ¢(may, ..., may).

Beweis. Per Induktion tiber den Termaufbau zeigt man sofort, dass
fiir jeden Term ¢(x) € T(7) mit Variablen aus x1,...,x, und fiir alle
a=ay,...,a, gilt

relt(@)]* = [t(ra)] . )

Wir fithren nun den Beweis per Induktion tiber den Formelaufbau;
nach Lemma 2.16 kénnen wir dabei annehmen, dass i reduziert ist.
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3 Definierbarkeit in der Pridikatenlogik

(1) Fiir Formeln der Form t1(%) = (%) gilt

A= 1 (a) = (@) gdw. [1(a)]* = [L(@)]*
gdw. 7ty (a)]* = nft(@)]*
(da 7t injektiv ist)
gdw. [t (7a)]® = [t2(ma)]®
(nach (*))
gdw. B |= t1(rta) = tp(ma)

(2) Fur Atome Pt; ...t gilt

A= Phy(a) - ta(@) gdw. ([(@)]%,..., [ta(@)]*) € P¥
gdw. (7[t1(@)?],..., [ta(@)]*) € P®
(da 7t ein Isomorphismus ist)
gdw. ([t (ma)]®, ..., [ta(ma)]®) € PP
(nach (%))
gdw. B = Pty(ma) - - - t,(7a)

(8) Fur Formeln der Form —i oder ¢ V ¢ ist der Induktionsschluss

trivial.

(4) Fiir Formeln Jyy(%,y) gilt

A= Jyy(a,y) gdw. A = p(a,c) fireince A
gdw. B = ¢(na, ric) firreinc € A
(nach Induktionsvoraussetzung)
gdw. B = ¢(na,b) fireinb € B
(da 7t bijektiv ist)
gdw. B |= Jyy(na,y). Q.E.D.

Insbesondere lassen sich isomorphe 7-Strukturen durch Sitze

der Pradikatenlogik nicht unterscheiden. Sind 2 und 9B isomorphe
T-Strukturen, so gilt fiir alle T-Sétze :
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3.3 Theorien und elementar dquivalente Strukturen

A=y gdw. B = .

Daraus folgt, dass axiomatisierbare Modellklassen unter Isomor-
phie abgeschlossen sind. Dies bedeutet, dass fiir jede Klasse K =
Mod(#) und jedes Paar von isomorphen Strukturen 2 = B gilt:

Aec K gdw. B € K.

In manchen Fillen liefert das Isomorphielemma ein einfaches Kri-
terium, um nachzuweisen, dass eine Relation in einer Struktur nicht

elementar definierbar ist.

Lemma 3.10. Sei 71 ein Automorphismus einer 7-Struktur 2, und sei
¢ € FO(7). Dann ist 77 auch ein Automorphismus der expandierten
Struktur (2, ).

Beweis. Da 7t ein Automorphismus ist, gilt fiir alle Tupel 7 aus A:

% 9(a) giw. 2 | p(na).
Also ist () = p*. Q.E.D.

Beispiel 3.11. Wir haben gesehen, dass < definierbar ist in (R, +, -,0,1).
Aus dem soeben bewiesenen Lemma folgt dagegen, dass < in (R, +,0)
nicht elementar definierbar ist. Die Abbildung 77 : x — —x ist ndmlich
ein Automorphismus von (IR, +,0), nicht aber von (R, +,0, <), denn
aus a < b folgt eben gerade nicht —a < —b.

Ubung 3.2. Sei T = @ und A unendlich. Beschreiben Sie alle in A
elementar definierbaren Relationen R C A".

Ubung 3.3. Zeigen Sie, dass in (N, -, 1) die Addition nicht elementar
definierbar ist.

3.3 Theorien und elementar dquivalente Strukturen

Definition 3.12. Eine Theorie ist eine erfiillbare Menge T C FO(T) von
Sdtzen, die unter = abgeschlossen ist, d.h. es gilt fiir alle T-Sdtze ¢ mit
T =1, dass p € T gilt.
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3 Definierbarkeit in der Pridikatenlogik

Eine Theorie T ist vollstindig, wenn fiir jeden Satz ¢ € FO(T)
entweder ¢ € T oder ~¢ € T gilt.

Sei A eine T-Struktur. Die Theorie von 2 ist Th(2) := {y : A = y}.
Offensichtlich ist Th(2) vollstindig. Die Theorie einer T-Modellklasse
K ist

Th(K) = () Th(2).
Aek

Wenn @ ein Axiomensystem fiir K ist, dann ist Th(K) = {¢ : & |= ¢}.

Nattirlich ist nicht jede Theorie vollstindig. Zum Beispiel enthalt
die Theorie der Gruppen weder den Satz VxVy(x oy = y o x) noch
seine Negation, da es sowohl kommutative wie nicht-kommutative
Gruppen gibt. Jede Theorie T ldsst sich aber zu einer vollstindigen
Theorie erweitern; fiir jedes Modell % |= T ist Th(2) eine vollstindige
Erweiterung von T.

Definition 3.13. Zwei 7-Strukturen 2, *B sind elementar dquivalent (kurz:
A = B), wenn Th(2) = Th(B), d.h. wenn fiir alle T-Sitze ¢ gilt:

A=y gdw. B = .

Lemma 3.14. Eine Theorie ist genau dann vollstindig, wenn alle ihre
Modelle elementar dquivalent sind.

Beweis. Sei T eine vollstindige Theorie. Fiir jedes Modell & = T gilt
T C Th(2A) und wegen der Vollstindigkeit von T daher sogar T =
Th(2l). Also haben alle Modelle von T dieselbe Theorie.

Wenn andererseits T nicht vollstdndig ist, dann gibt es einen Satz
1, so dass sowohl TU {¢} und T U {—4} erfiillbar sind. T besitzt daher
zwei nicht elementar dquivalente Modelle. Q.E.D.

Aus dem Isomorphielemma folgt unmittelbar, dass isomorphe
Strukturen auch elementar dquivalent sind. Wie wir spéter sehen wer-
den, gilt die Umkehrung dieser Aussage nicht.

Definition 3.15. Der Quantorenrang qr(y) einer Formel ¢ ist definiert
durch:
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3.4 Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele

(1) qr(¢) = 0 fiir quantorenfreie 1,
&) qr(ﬁlP) = ( ),
@) qr(p o ¢) = max(qr(y), qr(¢)) fir o € {A,V, =, <} und
) qr(Gxy) = qr(Vﬂ/)) =qr(yp) +1.
Der Quantorenrang ist also die maximale Schachtelungstiefe von Quan-
toren in der gegebenen Formel.

Beispiel 3.16. Der Quantorenrang von Vx(3JyPxy — VzPxz) ist 2. Eine
dquivalente Formel in PNF ist VxVyVz(Pxy — Pxz). Man beachte, dass
die Transformation in PNF in der Regel den Quantorenrang erhoht.

Definition 3.17. Zwei t-Strukturen 2, B sind m-dquivalent (2 =, B),
wenn fiir alle T-Sétze ¢ mit qr(y) < m gilt:

A=y gdw. B = .

Wir erweitern die Begriffe der elementaren Aquivalenz und der m-
Aquivalenz auf Strukturen mit Parametern, d.h. Strukturen, in denen zu-
satzlich gewisse Elemente ausgezeichnet sind. Seien 2, B 7-Strukturen,
und @ =aq,...,a;, b = by, ..., b, Tupel von Elementen aus A bzw. B.
Dann ist (2,4) = (%B,b), wenn fiir alle T-Formeln 9(xy,...,x,) gilt:
2 | ¢(a) gdw. B | ¢(b). Analog definiert man (2,2) =, (‘B b).

3.4 Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele

— That isn’t the way to play it.

— Why not?

— 'Cause it isn’t the way to win.

— Is there a way to win?

— Well, there’s a way to lose more slowly.
Robert Mitchum, Jane Greer, in: Out of the Past

In diesem Abschnitt prasentieren wir eine spieltheoretische Deutung der
elementaren Aquivalenz und der m-Aquivalenz. Der Einfachheit halber
betrachten wir fiir den Rest dieses Kapitels nur relationale Strukturen.

Definition 3.18. Sei T eine relationale Signatur und 2(, B t-Strukturen.
Ein lokaler (oder partieller) Isomorphismus von 2 nach B ist eine injektive
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3 Definierbarkeit in der Pridikatenlogik

Abbildung p : dom(p) — B wobei dom(p) C A, so dass fiir alle n € N,
alle n-stelligen Relationssymbole R € T und alle a3, ...,a, € dom(p)
gilt:

(a1,...,an) € R% gdw. (pay, ..., pan) € R®.

Die Menge aller lokalen Isomorphismen von 2 nach B bezeichnen
wir mit Loc(2, B).

Das Bild von pistbild(p) := {pa : a € dom(p)}. Die leere Abbildung
p mit dom(p) = bild(p) = @ ist trivialerweise ein lokaler Isomorphis-
mus. Ein nicht-leerer lokaler Isomorphismus ist ein Isomorphismus
zwischen den von dom(p) und bild(p) induzierten Substrukturen von
2L und B. Wir identifizieren einen lokalen Isomorphismus p oft mit sei-
nem Graphen, d.h. mit der Menge {(4, pa) : a € dom(p)}. Insbesondere
nennen wir p endlich, wenn sein Graph endlich ist.

Beispiel 3.19.
¢ Betrachte die beiden folgenden Graphen 2 und 9B:

a

A 1 2 3 4 5 B:

/

Dann ist p = {(2,a),(3,b), (4,d)} ein lokaler Isomorphismus von
2 nach 8.

* Seien (2, <?) und B = (B, <®) lineare Ordnungen und 4y, ..., a,
paarweise verschiedene Elemente von A. Eine Abbildung p : a1 —

C

Q—20uo

by,...,an — by ist ein lokaler Isomorphismus von 2 nach B genau
dann wenn eine Permutation s : {1,...,n} — {1,...,n} existiert
sodass as(l) <QL as(Z) <QL <QL as(,,) und bs<1) <% bs(2) <%
Ce <% b

s(n):

Das SpieL G, (2,8). Das Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel Gy, (2, B) wird
von zwei Spielern nach folgenden Regeln gespielt.

Das Spielfeld besteht aus den Strukturen 2 und B. Wir setzten
dabei voraus, dass AN B = @. Die Spieler sind der Herausforderer und
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3.4 Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele

die Duplikatorin, oft auch bezeichnet als Spieler I und II. Eine Partie
besteht aus m Ziigen.

Im i-ten Zug bestimmt der Herausforderer entweder ein Element
a; € A oder ein b; € B. Die Duplikatorin antwortet, indem sie ein
Element aus der jeweils anderen Struktur auswéhlt.

Nach m Ziigen sind also Elemente ay,...,a, aus 2 und by, ..., by
aus ‘B ausgezeichnet. Die Duplikatorin hat die Partie gewonnen, wenn
die Menge {(a1,b1),...,(am,bn)} ein lokaler Isomorphismus von 2
nach B ist. Anderenfalls hat der Herausforderer gewonnen.

Nach i Ziigen in G, (2, B) ist eine Position (ay,...,a;,by,...,b;)
erreicht. Das verbleibende Teilspiel, mit m — i Ziigen, bezeichnen wir
mit Gm,i(gl,ﬂl,. .., 4ai, %,bl,. . ‘/bi)'

Eine Gewinnstrategie des Herausforderers fiir ein solches (Teil-)Spiel
ist eine Funktion, die ihm in jeder erreichbaren Position mogliche Ziige
nennt, mit denen er die Partie gewinnt, egal wie seine Gegnerin spielt.
Analog sind Gewinnstrategien fiir die Duplikatorin definiert.

Wir sagen, der Herausforderer (bzw. die Duplikatorin) gewinnt das Spiel
G (2, B), wenn er (bzw. sie) eine Gewinnstrategie dafiir hat. Per In-
duktion tiber die Anzahl der Ziige zeigt man leicht, dass fiir jedes (Teil-)
Spiel genau einer der Spieler eine Gewinnstrategie hat (vgl. Ubung 2.3).

Beispiel 3.20.

* Sei A = (Z,<),B = (R, <). Die Duplikatorin gewinnt G, (%, B),
aber der Herausforderer gewinnt G3 (2, B).

e Fiir T = {E, P} (wobei P einstelliges und E zweistelliges Relations-
symbol) betrachte die beiden Strukturen 2 und 9B in Figure 3.1.
Auch hier gewinnt der Herausforderer G3(2, 8), die Duplikatorin
aber G, (2, B).

Das SpIEL G(2,B). Eine wichtige Variante ist das Ehrenfeucht-Fraissé-
Spiel G(2, 9B) ohne feste Beschrinkung der Anzahl der Ziige: In jeder
Partie bestimmt der Herausforderer zunichst ein m € IN, dann wird
das Spiel G, (2,B) gespielt.

Der Herausforderer gewinnt also das Spiel G(2,8) genau dann,
wenn es ein m € N gibt so, dass er das Spiel G, (2, B) gewinnt. Anders
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B:

p./\./E/\. p./\{\./\. p./\./F/\. p./\./>\.

Abbildung 3.1. Zwei Strukturen 2 und B mit A =, B und A #3 B

ausgedriickt: die Duplikatorin gewinnt G(2, B8) genau dann, wenn sie
fiir jedes der Spiele G, (%, B) eine Gewinnstrategie besitzt.

Satz 3.21 (Ehrenfeucht, Fraissé). Sei T endlich und relational, 2, B
T-Strukturen.

(1) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) A = B.
(ii) Die Duplikatorin gewinnt das Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel
G(2,8).
(2) Fir alle m € N sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A =, B.

(ii) Die Duplikatorin gewinnt G, (2, B).

Wir fiihren hier nur den Beweis, dass eine Gewinnstrategie der
Duplikatorin fiir das Spiel G(2,B) (bzw. fiir G, (2, B)) die elemen-
tare Aquivalenz (bzw. m-Aquivalenz) von 2 und B impliziert. Dazu
beweisen wir die folgende etwas starkere Aussage.

Satz 3.22. Seien 2, 7-Strukturen, i = ay,...,a, € A,b=by,...,b, €
B. Wenn es eine Formel (%) mit qr(y) = m gibt, so dass 2 = (a)
und 9B = —(b), dann hat der Herausforderer eine Gewinnstrategie fiir
G (%, a,%8,b).

Beweis. Sei m = 0. Quantorenfreie Formeln sind Boolesche Kombinatio-
nen von atomaren Formeln. Wenn 2, @ und 8, b durch eine quantoren-
freie Formel unterschieden werden, dann also bereits durch ein Atom.
Daraus folgt, dass {(a1,01), ..., (ar,by)} kein partieller Isomorphismus
von 2 nach B ist, also gewinnt der Herausforderer Go(%, 3, B, b).
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Sei nun qr(¢) = m > 0, A = ¢(a) und B = —y(b). Die Formel
(%) ist eine Boolesche Kombination von Formeln mit Quantorenrang
< m und von Formeln der Form Jy¢(%,y) mit qr(¢) = m — 1. Es
muss also mindestens eine Formel dieser Gestalt geben, welche 2, 4
und B, b unterscheidet. Wenn diese Formel Quantorenrang < m hat,
dann hat nach Induktionsvoraussetzung der Herausforderer eine Ge-
winnstrategie fiir G,,_1(2,4,%B,b) und also erst recht fiir G, (2, 3,8, b).
Andernfalls gibt es eine Formel Jy¢(X,y) mit qr(¢) = m — 1, so dass
entweder

(1) 2 = Jye(a,y) und B = Vy-¢(b, y) oder

(2) % = Vy~¢(a,y) und B = Jye(b, y).
Im Fall (1) wdhlt der Herausforderer im ersten Zug ein ¢ € A mit
2 |= ¢(a,c). Fiir jedes beliebige d € B, welches die Duplikatorin wihlen
kann, gilt B | —¢(b, d). Nach Induktionsvoraussetzung gewinnt der
Herausforderer das Restspiel G,,_1(2, 4, ¢, B, b,d). Im Fall (2) gewinnt
der Herausforderer, indem er ein d € B mit B = ¢(b,d) wihlt. Die
Duplikatorin wahlt ein beliebiges ¢ € A. Also ist nach diesem Zug
eine Position (4, c,b,d) erreicht mit 2 |= —~¢(d,c) und B |= ¢(b,d). Da
qr(—¢) = qr(¢) = m — 1, gewinnt der Herausforderer nach Induktions-
voraussetzung das verbleibende Teilspiel G,,,—1 (%, 4, ¢, B, b,d). QED.

Daraus erhalten wir (indem wir » = 0 setzen und somit Sitze
betrachten) die Implikationen (ii) = (i) des Satzes von Ehrenfeucht und
Fraissé:

(1) Wenn die Duplikatorin da Spiel G(2,B) gewinnt, so gilt 2 = B;
(2) Wenn die Duplikatorin das Spiel G, (2, B) gewinnt, so gilt A =,

B.

Beispiel 3.23. Die Strukturen 2 = (Z, <), B = (R, <) lassen sich durch
einen Satz ¢ vom Quantorenrang 3 trennen, welcher ausdriickt, dass <
nicht dicht ist:

= Fy(x <yAVz(-x <zAz<y)).

Nach dem Satz von Ehrenfeucht-Fraissé gewinnt der Herausforderer
also G3(2,B). Eine Gewinnstrategie des Herausforderers besteht darin,
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in den ersten beiden Ziigen zwei aufeinanderfolgende Elemente a und
a+1von Z zu wahlen. Die Duplikatorin muss mit zwei Elementen 7, s €
R antworten, so dass r < s. Aber dann gewinnt der Herausforderer,
indem er im dritten Zug ein Element t € R mit r < t < s wéhlt.

ANWENDUNGEN. Der Satz von Ehrenfeucht-Fraissé liefert eine wichtige
Methode, um zu zeigen, dass eine Modellklasse K nicht elementar
axiomatisierbar ist. Wenn es gelingt, Strukturen 2 € K und B ¢ K zu
finden, so dass die Duplikatorin das Spiel G(%, B8) gewinnt, dann folgt,
dass kein FO-Satz 21 und 98 unterscheiden kann, und damit auch kein
FO-Satz K axiomatisiert.

Eine stidrkere Variante der Ehrenfeucht-Fraissé-Methode besteht
darin, Folgen () men und (By)men von T-Strukturen zu konstruie-
ren, so dass fiir alle m, 2, € K, B, ¢ K und die Duplikatorin das Spiel
G (U, B ) gewinnt. Die Annahme, dass K elementar axiomatisierbar
ist, also K = Mod(y) fiir ein ¢ € FO(7), fithrt nun sofort auf einen
Widerspruch: Sei m = qr(y). Nach dem Satz von Ehrenfeucht und
Fraissé ist 2, =5 Bm. Also Ay, = ¢ genau dann, wenn B, |= . Dies
ist aber unmoglich, da 2, € K und B, ¢ K.

Beispiel 3.24. Sei T = @ und Ke die Klasse aller unendlichen t-
Strukturen, d.h. aller unendlichen Mengen. Wir haben gesehen, dass
K durch eine unendliche Satzmenge ®o, axiomatisiert wird. Mit der
Ehrenfeucht-Fraissé-Methode konnen wir nun zeigen, dass Koo nicht
endlich axiomatisierbar ist.

Fiir alle m € N setze 2, = N und B,, = {1,..., m}. Offensichtlich
gewinnt die Duplikatorin das Spiel G, (2, By:), also trennt kein Satz
¢ € FO(®) die endlichen von den unendlichen Mengen.

TRANSITIVE HULLEN SIND NICHT FO-DEFINIERBAR. FEine fundamen-
tale Einschrankung der Ausdrucksstdrke von FO ist das Fehlen ei-
nes Rekursionsmechanismus. Eigenschaften, welche Rekursion (oder
unbeschrankte Iteration) erfordern, sind im Allgemeinen nicht FO-
definierbar. Wir illustrieren dies am Beispiel der transitiven Hiille.
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Satz 3.25. Sei T = {E} (die Signatur von Graphen). Es existiert keine
Formel ¢(x,y) € FO(T), welche in jeder 7-Struktur A = (A,E) die
transitive Hiille von E definiert, d.h. fiir die gilt:

A |= ¢(a,b) gdw. es gibt in A einen E-Pfad von a nach b
gdw. es gibtn > 0und cy,...,cp € Amitcyg=a,

cn =bund (c;,ciyq) € E firallei < n.

Satz 3.25 folgt unmittelbar aus dem folgendem Satz, den wir mit
der Ehrenfeucht-Fraissé-Methode beweisen.

Satz 3.26. Es gibt keinen Satz i € FO(71), so dass fiir jeden (endlichen,
ungerichteten) Graphen G = (V, E) gilt:

G = ¢ gdw. G ist zusammenhéngend.

Wenn Satz 3.25 falsch wire, dann gébe es eine Formel ¢(x,y),
welche in G ausdriickt, dass ein Pfad von x nach y existiert. Aber dann
wiirde ¢ := VxVy¢(x,y) ausdriicken, dass G zusammenhingend ist.

Beweis. Wir definieren fiir jedes m € IN einen zusammenhéingenden
Graphen 2, und einen nicht zusammenhéngenden Graphen B,,, so
dass die Duplikatorin das Spiel G, (%, Bm) gewinnt.

Sei 2, ein Zyklus der Lange 2" und B, die disjunkte Vereini-
gung zweier Kopien von 2. Es ist zu zeigen, dass die Duplikatorin
G (U, Bm) gewinnt.

Auf Graphen definieren wir fiir je zwei Knoten x,y eine Distanz
d(x,y) als die Lange eines kiirzesten Pfades von x nach y, wenn ein
solcher existiert, und d(x,y) = co, wenn kein solcher Pfad existiert. Fiir
Zahlen u,v € NU {c0o} und n € N schreiben wir u =, v, wenn u = v
oder u,v > n.

Behauptung. Die Duplikatorin kann so spielen, dass fiir alle i < m
und alle nach i Ziigen ausgewédhlten Elemente ay,...,4; € A;; und
by,.. '/bi € By, gilt: d(ll]', {Zk) =om-i+1 d(b], bk)

Fir i = 0,1 ist dies trivial. Wir nehmen an, die Behauptung sei
nach i Schritten erfiillt und behandeln den Induktionsschritt durch
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Fallunterscheidung. Aus Symmetriegriinden kénnen wir annehmen,
dass der Herausforderer im (i + 1)-ten Zug ein Element 4,7 € Ay,
auswihlt. Sei 4; das am néchsten bei 4,1 liegende unter den bereits
ausgewdahlten Elementen von 2, d.h. 4 (a]-, aiv1) < d(ag,a;q) fir alle
k<i
(a) Sei d(aj,a;1) < 2"~". Dann wihlt die Duplikatorin b; 1 so, dass
d(bj,biy1) = d(aj,a;y1). Dad(aj, ay) =ou-i d(bj, by), schlieSen wir:
¢ Wenn d(ﬂj, llk) = d(b], bk)r dann auch d(ai+1,ak) = d(bi+1, bk);
e Wenn d(a;.1,a;) > 2" 1 und d(bji1,br) > 2", dann
gilt d(a;,1,ac) > 2"+ /2 = 2"~ und analog d(b;; 1, bx) >
2m=i,
Also gilt d(a;y1,a;) = d(bi+1,bj) und d(a;,q,a;) =pm-i d(biy1,dy).
(b) Sei d(a;1q,a;) > 2"~'. Die Duplikatorin wahlt b;,; so, dass
d(bjyq,br) > 2" fiir alle k < i.
Am Ende des Spiels (nach m Ztigen) gilt also d(a;, ar) =2 d(b;, by)
fur alle j, k < m, d.h.

aj = ag gdw. by = by und
(aj,ak) €E gdW (b], bk) € E.

Also ist die Abbildung a; — by, ...,a, — by ein lokaler Isomorphismus
von 2y, nach By, d.h. die Duplikatorin gewinnt Gy, (%, Bim). Q.E.D.
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