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11. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Mittwoch, den 14.07. um 13:00 Uhr am Lehrstuhl.

Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an.

Aufgabe 1 10 Punkte
(a) Welche der folgenden Sequenzen sind gultig?

(i) ¢(c) = Yxp(z), wobei ¢ nicht in ¢ vorkommt;
(ii) VaIy(e A ) = VaIye A VzIyp.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie (semantisch) die Korrektheit der folgenden Regeln:
(i I, olc)=A
I, Jzp(z) = A’
o Iy Jxp = A Vap
(i) I, Vo = A, Jzp

Aufgabe 2 10 Punkte

(a) Sei A = (A, f) eine Struktur mit einer einstelligen Funktion f: A — Aundsei~C Ax A
eine Aquivalenzrelation auf A. Sei ferner Ry = {(a, f(a)) |a € A} der Graph von f. Zeigen
oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

(i) Ist ~ eine Kongruenzrelation auf 2, so auch auf der Struktur (A, Ry).

(ii) Ist ~ eine Kongruenzrelation auf der Struktur (A4, R¢), so auch auf 2.

(b) Sei A eine 7-Struktur, ~ C A x A eine Kongruenzrelation auf 2 und sei ¢(z1,...,2,) €
FO(7) eine positive Formel. (Das heifit ¢ ist mit V, A, 3 und V aus atomaren Formeln
aufgebaut.) Zeigen Sie, dass fir alle aj,...,a, € A mit A E ¢(a1,...,a,) auch A/~ =

¢(la1], ..., [an]) gilt.

(c) Zeigen Sie, dass die Umkehrung von (b) nicht gilt. Zeigen Sie ferner, dass (b) nicht fiir
beliebige FO-Formeln gilt.

Aufgabe 3 10 Punkte

Sei C' eine Menge von Konstanten mit cg,c; € C. Sei ferner T' := {¢; = ¢;: ¢;,¢; € C —
{co}} U {f%co = f?c1, fPco = fc1} U{Rco, Rf3c1}, ¥ die kleinste Menge, die T enthilt und
unter Substitution abgeschlossen ist, sowie ~ die von ¥ induzierte Kongruenzrelation auf der
Herbrandstruktur $(X).

(a) Beschreiben Sie X.

(b) Beschreiben Sie (%) und die kanonische Struktur 2((X) := H(%) /.
(c) Ist A(X) ein Modell von T'?
)

(d) Sei T":= TU{3z(Rxz A Rfzx)}. (Dann ist ¥ auch der Abschluss von 7" unter Substitution.)
Zeigen Sie: T" ist erfiillbar, aber A(X) (= T7.
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