Modelltheorie

Die Modelltheorie beschéftigt sich mit der Klassifikation mathematischer Struktu-
ren und Abbildungen mit Hilfe von logischen Formeln sowie dem Zusammenhang
zwischen rein syntaktischen und semantischen Eigenschaften logischer Formeln. Ist
eine Formel einer gewissen Logik in einer entsprechenden Struktur erfiillt, so sagt

man,

dass die Struktur ein Modell dieser Formel ist.

Wir werden hier einen Uberblick iiber einige zentrale Konzepte geben, die in
der Modelltheorie eine Rolle spielen wie zum Beispiel Amalgamation, Typen und
elementare Erweiterungen.

Wir wollen dabei vor allem folgende Fragen beantworten.

(1)

Wie lassen sich gegebene mathematische Strukturen erweitern beziehungswei-
se anreichern?

Wir werden das Konzept der Amalgamation in verschiedenen Versionen ken-
nenlernen und in einigen zentralen Konstruktionen anwenden.

Wie lassen sich semantische Eigenschaften von Formelmengen durch syntak-
tische Eigenschaften charakterisieren?

Wir werden zwei zentrale Charakterisierungssitze beweisen, die solche Bezie-
hungen herstellen. Einerseits den Satz von Los-Tarski, der eine semantische
Charakterisierung des II;-Fragmentes von FO liefert und andererseits den
Satz von van Benthem, der die Modallogik als das bisimulationsinvariante
Fragment von FO identifiziert.

Welches sind die geeigneten Werkzeuge um die Ausdrucksstéirke einer Logik
zu beurteilen und welche Konzepte sind besonders geeignet, fundamentale
Schwéchen gewisser Logiken zu beheben?

Wir werden Logiken vorstellen, die stédrker sind als die Prédikatenlogik ers-
ter Stufe, wie z.B. inifinitdre Logik oder Fixpunktlogiken. Fixpunktlogiken
sind eng mit Induktions- bzw. Rekursionsmechanismen verkniipft und haben
vielfaltige Anwendungen von der Mengenlehre bis hin zur Informatik. Um die
Ausdrucksstérke infinitdrer Logiken besser analysieren zu kénnen, werden wir
uns eingehend mit Ehrenfeucht-Fraissé-Spielen fiir diese Logiken befassen.

Zunéchst fixieren wir die Notation, die wir im Folgenden verwenden werden.

(1)

(2)

Wir bezeichnen mit ¢, 9, 9, ... stets Formeln einer gewissen Logik £, das
heifit o € L(7) fiir eine Signatur 7. Wir schreiben dafiir auch oft einfach
p € L, wenn die Signatur keine Rolle spielt.

Wir schreiben T := (x4, . .., z,,) fiir Tupel von Variablen. Entsprechend schrei-
ben wir auch QT fiir Qx; ... Qx,, Q € {3,V}. Die Schreibweise ¢(x1,...,zy)
beziehungsweise ¢(Z) bedeutet, dass hdchstens die Variablen x1, ..., x, in ¢
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frei vorkommen. Fiir ein Tupel @ = (ay,...,ay) von Elementen einer Struk-
tur und eine Formel ¢ € FO mit Frei(p) = {x;,,..., 2} flir eine Men-
ge {i1,...,i} C {1,...,n} schreiben wir dann entsprechend auch ¢(a) =
(@i, . ..,ai,). Falls die freien Variablen der Formel fiir die Argumentation
nicht relevant sind, so schreiben wir einfach ¢.

(3) Wir bezeichnen mit 2, B, €, ... stets Strukturen mit einer gewissen Signatur
7. Mit A, B, C, ... bezeichnen wir die jeweiligen Universen der Strukturen.
Wir lassen hier auch leere Universen zu. Als Belegung fiir freie Variablen
treten haufig Tupel @ = (aq,...,a,) € A™ fiir ein geeignetes n < w auf. Wenn
die Lénge des Tupels nicht relevant ist, so schreiben wir haufig einfach @ C A.

(4) Wir werden mit @ C A auch nichtendliche Tupel von Elementen aus A be-
zeichnen, das heifit @ = (ay),<q fiir eine Ordinalzahl o € On. Falls wir ein
solches Tupel als Belegung fiir freie Variablen einer Formel der finitdren Logik
erster Stufe verwenden so ist natiirlich gemeint, dass eine endliche Teilmenge
dieses Tupels als Belegung dieser freien Variablen verwendet wird.

(5) Wir treffen die Vereinbarung, dass 0 := \/,c¢(2; = x;) € FO(7) sowie 1 :=
Nicg(zi = x;) € FO(7) fiir jede Signatur 7 gilt, das heifit die falsche und die
wahre Aussage sind in der Priadikatenlogik erster Stufe iiber jeder beliebigen
Signatur quantorenfrei ausdriickbar.

1 Charakterisierungssitze

Charakterisierungssétze schaffen Verbindungen zwischen syntaktischen und seman-
tischen Eigenschaften von Formeln. Erhaltungsséitze haben also die folgende Form.

FEine Formel ¥ € FO hat eine semantische Eigenschaft P genau dann,
wenn ¢ dquivalent ist zu einer Formel ¢ € Fp C FO.

Dabei ist Fp ein Fragment von FO, das durch bestimmte syntaktische Eigenschaften
definiert ist. Wir werden uns die Sdtze von Los-Tarski sowie von van Benthem
ansehen.

Satz von Los-Tarski Eine Formel ¢ bleibt erhalten unter Substrukturen (das heifit
aus 2 C B und B |= ¢ folgt A = ), genau dann, wenn 1) dquivalent ist zu einer
universellen Formel.

Satz von van Benthem Eine Formel ¢ (z) € FO mit nur ein und zweistelligen Re-
lationssymbolen ist invariant unter Bisimimulation (das heifit aus K = ¢ (v) und
K,v~ K v folgt K' =1 (v")) genau dann, wenn () fquivalent ist zu einer For-
mel ¢ € ML.

Dabei ist die Richtung, die von der syntaktischen auf die semantische Eigenschaft
schlieBBt, meist wesentlich einfacher. Einige elementare Resultate dieser Art werden
wir in diesem Abschnitt beweisen, unter anderem die Invarianz von universellen
Formeln unter Substrukturen. Die Bisimulationsinvarianz der Modallogik ist aus
der Einfithrungsveranstaltung zur Logik bekannt.



Definition 1.1.

(1) Eine FO-Formel ist ezistentiell positiv (%] -Formel), wenn sie aus atomaren
Formeln mit A, V und 3 aufgebaut ist.

(2) Eine FO-Formel ist existentiell (¥1-Formel), wenn sie die Form 37 ¢ fiir eine
quantoremfreie Formel ¢ hat.

(3) Eine FO-Formel ist universell (II;-Formel), wenn sie die Form VT ¢ fiir eine
quantorenfreie Formel ¢ hat.

(4) ¥,4+1-Formeln haben die Gestalt 37 ¢, so dass ¢ eine II,,-Formel ist.

(5) IL,41-Formeln haben die Gestalt VZ ¢, so dass ¢ eine 3,-Formel ist.

Yn-Formeln haben also die Gestalt 377 Vzy 373 ... Qx, ¢ fiir eine quantoren-
freie Formel ¢, wobei ) =V ist, falls n gerade ist und @Q = 3 ist, falls n ungerade
ist. Analog haben II,-Formeln die Gestalt VZ7 373 VT3 ... Q T, ¢ fiir eine quanto-
renfreie Formel ¢, wobei () = 7 ist, falls n gerade ist und Q) =V ist, falls n ungerade
ist.

Bemerkung 1.1. Wenn ¢ eine ¥,-Formel ist, dann ist - dquivalent zu einer
II,,-Formel.

Definition 1.2. Eine Formel (%) bleibt erhalten unter einer Funktion f : A — B,
wenn fiir alle @ C A aus A = ¢(a) folgt, dass auch B = ¢ (f(a) gilt.

Bemerkung 1.2. Sind 2 und B 7-Strukturen und ist f : A — B ein Homomor-
phismus, so gilt f([t(@)]*) = [t(f(@))]® fir jeden 7-Term t(T) und alle @ C A.

Beweis. Induktion iiber den Termaufbau. O
Satz 1.1. ZT—Formeln bleiben erhalten unter Homomorphismen.

Beweis. Seien 2,8 zwei 7-Strukturen, sei f : A — B ein Homomorphismus und
sei ¢(T) eine Y -Formel. Wir fiihren eine Induktion iiber den Aufbau von ¢. Sei
zunéchst p(7) = t1(T) = t2(7) fur zwei 7-Terme t; sowie t5 und gelte A = ¢(a), das
heifit [£1(@)]2 = [ta(@)]2. Daraus folgt [t (f@)]® = f([t@]®) = f(@]Y) =
[t2(f(@))]®, womit B = o(f(@)) folgt. Sei nun ¢(Z) = R(t1(Z),..., (7)) fiir ein
k-stelliges Relationssymbol R € 7 und gewisse 7-Terme t1(Z), ..., tx(T) und gelte
2A = (@), das heiBt ([t1(a)]?, ..., [ts(@)]*) € R®. Da f ein Homomorphismus ist,
folgt daraus ([t (fF(@)]®, .., [t(f@)]®) = ([ @I, .. f([te@]) € R,
Folglich gilt B = R(t1(f(@)), ..., te(f(@))).

Falls nun ¢ = ¢ A9’ oder p = 1 V1’ fiir gewisse ¥ -Formeln 1, ¢’ gilt, so folgt
die Behauptung unmittelbar aus der Induktionsvoraussetzung. Sei nun schliefllich
©(T) = (T, y) fiir eine X -Formel ¥ und gelte 2A = ¢(@), das heifit es gibt ein
a’ € A mit 2 = ¢(a,a’). Nach Induktionsvoraussetzung folgt B = ¥ (f(a), f(d’)),
also gilt insbesondere B = Jyy(a,y) = ¢(f(a)), was die Induktion schliefit. O

Satz 1.2. X1-Formeln bleiben unter Finbettungen erhalten.

Beweis. Seien 2, B 7-Strukturen, sei f : 2 — 9B eine Einbettung und sei ¢ = 371
eine ¥1-Formel. Wir fiihren eine Induktion iiber n := |Z|. Ist zunéchst n = 0, so ist
¢ = p(T) quantorenfrei und wir zeigen nun per Induktion iiber den Aufbau von ¢,
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dass ¢ unter Einbettungen erhalten bleibt. Dabei nehmen wir 0.B.d.A. an, dass ¢
in Negationsnormalform ist.

Sei zunéchst ¢(T) = €1(T) = to(T) fiir zwei 7-Terme ¢1, t2 und gelte A =
©(@), das heiBt [ty(a)]* = [ta(@)]*. Daraus folgt [t:(f(@)]® = f([t:@]*) =
f([t2@)]%) = [ta(f(@)]®, womit B = t1(f(@)) = t2(f(@)) folgt. Als niichstes be-
trachten wir den Fall ¢(Z) = t1(Z) # t2(T) fiir zwei 7-Terme ¢1, to. Wiederum
gelte 2 |= p(a), das heit [t;(@)]* # [t2(@)]*. Da f injektiv ist, folgt f([t:(@)]*)
# [t2(@)]*) und also haben wir [t1(f(@))]® # [t2(f(@))]%, was B | t1(f(@)) =
ta(f(@)) impliziert. Sei nun ¢(z) = R(t1(T),...,tx(T)) fir ein k-stelliges Relations-
symbol R € 7 und gewisse 7-Terme ¢;(), ..., tx(T) und gelte A = p(a), das heifit
([t1(@)]?, ..., [tr(@]*) € R*. Da f insbesondere ein Homomorphismus ist, folgt dar-
aus (f([t@]%), .. f([te@]*)) € R® und somit ([t1(f(@))]®, ..., [tx(f(@))]®) €
R®. Also gilt B = R(t1(f(@)),...,t(f(@)). Nun betrachten wir den Fall o(7) =
—R(t1(T), ..., tx(T)) fiir ein k-stelliges Relationssymbol R € 7 und gewisse 7-Terme
t1(Z), ..., t(T). Es gelte A = ¢(a@), das heiBt ([t1(@)]%, ..., [tx(@]*) ¢ R*. Da
f die starke Homomorphieeigenschaft besitzt, folgt ([t1(f(@))]®,..., [tx(f@)]®)
= (F@IY), ., F([@]%) ¢ B und damit B = ~R(4(f(@), . t(£(@).
Falls nun ¢ = ¥ A1)’ oder ¢ = 1 V)’ fiir gewisse quantorenfreie Formeln 1, 1’ gilt,
so folgt die Behauptung unmittelbar aus der Induktionsvoraussetzung.

Sei nun n > 0, das heifit ¢(Z) = Jyy(T, y) fiir eine 31-Formel ¥ und gelte A =
p(a@), das heifit es gibt ein a’ € A mit 2 = (@, d’). Nach Induktionsvoraussetzung
folgt B = ¥(f(a), f(d')), also gilt B = Fyv(a,y) = ¢(f(a)), was die Induktion
schlief3t. O]

Definition 1.3. Eine Formel ¢(Z) € FO(7) bleibt erhalten unter Substrukturen,
wenn fiir alle 7-Strukturen 2(, 8 mit A C B und alle @ C A aus B = ¢(a) folgt,
dass auch 2 | p(a) gilt.

Nun ziehen wir eine Folgerung aus Satz 1.2, die genau den Schluss von der
syntaktischen auf die semantische Eigenschaft aus dem Satz von Los-Tarski liefert.

Korollar 1.1. IIy-Formeln bleiben unter Substrukturen erhalten.

Beweis. Sei ¢(T) € FO(7) und seien 2, B 7-Strukturen mit A C B. Sei nun a C
A beliebig mit A ¥~ p(a), das heiit A = —p(a). Da —¢ dquivalent ist zu einer
Y1-Formel und idy4 : A — B eine Einbettung ist, folgt mit Satz 1.2, dass B =

~p(ida(@)) = —~p(a) gilt. O

Definition 1.4. Sei 7 eine Signatur und sei a eine Ordinalzahl. Eine Folge (23)3<q
von 7-Strukturen heifit Kette, wenn 2, C 2 fiir alle v < 6 < « gilt.

Sei nun (Ag)g<q eine Kette von 7-Strukturen. Die Vereinigung A = U5<a A
dieser Kette ist gegeben durch das Universum A = [ G<a Ap und folgende Interpre-
tation der Funktions- und Relationssymbole.

(1) @ € R* genau dann, wenn @ € R¥ fiir ein (alle) 8 < a mit @ € Ag.
(2) f*(@) = b genau dann, wenn f24(a) = b fiir ein (alle) 8 < a mit @ € Ag.

Bemerkung 1.3. Sei (Up)p<q eine Kette von T-Strukturen fir eine Signatur T
und sei A = Uﬂ<a Asz. Dann gilt Az C A fir alle § < a.



Definition 1.5. Eine Formel o(Z) € FO(7) bleibt erhalten unter Vereinigung von
Ketten, wenn fiir jede Kette (3)3<o von 7-Strukturen und jedes @ C Ap aus g |=
¢(a) fiir alle 8 < « folgt, dass auch g, Ap F ¢(a) gilt.

Bemerkung 1.4. >5-Formeln bleiben im Allgemeinen nicht erhalten unter Verei-
nigung von Ketten.

Beweis. Wir betrachten die Formel ¢ := JzVy(y < x) und die Kette (2,,)n<w mit
A, = ({0,...,n},<) fiir n < w. Dann ist ™A, = U, Un = (w,<) und es gilt
A, = o fiir alle n < w, aber A, = ¢. O

Satz 1.3. Ils-Formeln bleiben erhalten unter Vereinigung von Ketten.

Beweis. Sei o(z) € FO(7) fiir eine Signatur 7 eine IIp-Formel, also ¢(7) = Vyy (7, )
fur eine ¥1-Formel ¢ (Z,y) € FO(7). Sei weiter (Ug)g<q eine Kette von 7-Strukturen
und sei A = (Jg_, As. Nun sei @ C Ap mit A = ¢(@). Dann gibt es ein b =
(bo,...,by) € A™ fiir ein n < w mit A | (@, b). Da b ein endliches Tupel ist,
gibt es ein 3 < a mit b C Ag. Da — édquivalent ist zu einer II;-Formel folgt mit
Bemerkung 1.3 und Korollar 1.1, dass 23 = —t(a, b), also g £ »(T) gilt. O

Elementare Substrukturen und Diagramme

Definition 1.6. Sei 7 eine Signatur und seien A C B zwei 7-Strukturen. Dann
heifit A elementare Substruktur von 98B, wenn fiir jede Formel ¢(Z) € FO(7) und alle
a C A genau dann B = ¢(a) gilt, wenn auch 2 = ¢(a) gilt. Wir schreiben dann
A <B.

Bemerkung 1.5. Sind A, B Strukturen mit A < B, so gilt A = B.

Definition 1.7. Eine Kette (U3)s<q von 7-Strukturen heifit elementare Kette,
wenn A5 < A, fiir alle 6 < v < «a gilt.

Bemerkung 1.6. Sind 2 C B zwei 7-Strukturen, so dass fir alle ¢(T) € FO(T)
und allea C A aus A = ¢(a) folgt, dass B = p(a) gilt oder fir alle p(T) € FO(T)
und allea C A aus B = p(a) folgt, dass A = p(a) gilt, so gilt bereits A < B.

Beweis. Nehmen wir an, fiir jede Formel ¢(Z) € FO(7) und alle @ C A folgt aus
A E ¢(a), dass auch B = p(a) gilt. Seien nun ¢(z) € FO(7) und @ C A beliebig
mit A = ¢(T), das heifit A = —p(@). Damit folgt B = —p(a), das heiit B ~ o(a).
Gilt die andere Bedingung, so schlieft man véllig analog. OJ

Definition 1.8. Sei 7 eine Signatur und sei 2 eine 7-Struktur. Fiir B C A setzen wir
Ap := (A, 7%, (b)rep), das heifit Ap ist die Expansion von 2l um je eine Konstante
b fiir jedes b € B. Die Theorie Th(24) heiit elementares Diagramm von .

Bemerkung 1.7. Sei 2 eine 7-Struktur fir eine Signatur 7 und B C A. Dann ist
Th(Ap) ={¢(b)| ¢(x) € FO(1), b C B, A= (b))}
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Man beachte, dass wir hier b sowohl fiir die Symbole der erweiterten Signatur,
als auch fiir die Interpretationen dieser Symbole in der entsprechenden Struktur,
das heifit die Elemente der Menge B, schreiben. Auflerdem beachte man, dass wir
oft ¢ = (b) fiir Formeln ¢ € FO(7 U (b)pep) schreiben um anzudeuten, dass
b genau diejenigen Konstantensymbole aus B sind, die in ¢ vorkommen. Da wir
ein Konstantensymbol b der erweiterten Signatur gerade mit dem Element b € B
interpretieren, ist Ap = ¢. (Manchmal schreiben wir auch g = ¢(b), semantisch
natiirlich gleichbedeutend mit 2 = ((b), wobei wir dann b als eine Belegung der

freien Variablen in ¢(7) € FO(7) mit Elementen aus B C A betrachten.)

Definition 1.9. Sei 2 eine Struktur. Dann heifit D(A) = {p(a) € Th(™Aa)| ¢(a)
ist atomar oder negiert atomar} das atomare Diagramm von 2.

Bemerkung 1.8. Seien A, B zwei 7-Strukturen mit A C B. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) A <B.

(2) Fiir jede endliche Teilmenge A" C A ist Ax = B 4.
(3) A4 =B,

(4) Th(Aa) = Th(Ba).

(5) Ba = Th(Aa).

Beweis. Gelte zunichst (1) und sei A" C A endlich. Sei nun ¢ = ¢(a) € FO(r U
(a)qear), das heiBt ¢(z) € FO(r) und @ C A’. Dann ist A4 = ¢ dquivalent zu
A E p(a), was wegen A < B genau dann gilt, wenn auch B = ¢(a) gilt. Dies
bedeutet gerade B 41 = ¢, also gilt (2).

Gelte nun (3) nicht. Dann gibt es also einen Satz ¢ = ¢(a) € FO(7 U (a)qca)
fiir den 0.B.d.A. 24 = ¢ und B4 = ¢ gilt. Sei nun @ = (ay,...,a,) fireinn € N
und sei A" := {aq,...,a,}. Dann haben wir ¢ € FO(7 U (a)qeca/), also gilt A4 = ¢
und By E @. Also ist A4 #Z B4 und folglich gilt (2) nicht. Die Schliisse von (3)
auf (4) und von (4) auf (5) sind jeweils trivial.

Gelte nun schliellich (5) und seien ¢(z) € FO(7) und @ C A mit A E ¢(a),
das heifit p(a) € Th(2A4). Wegen B4 = Th(A4) gilt damit B4 = ¢(a@), das heifit
B = p(a). O

Satz 1.4. (Tarski-Vaught-Test) Seien 2, B zwei 7-Strukturen mit A C B. Dann
gilt genau dann A <X B, wenn fir jede Formel ¢(Z,y) € FO(7) und allea C A aus
B = Jyp(a,y) folgt, dass bereits B |= p(a,a) fir ein a € A gilt.

Beweis. Gelte zunéchst 2 < 9B und seien ¢(a,y) € FO(T) sowie @ C A mit B =
Jye(a,y). Wegen A < B gilt dann A = Jyp(a,y), also A = ¢(a, a) fir ein a € A.
Wiederum wegen A < B folgt hieraus B = (@, a).

Sei nun das Kriterium des Tarski-Vaught Tests erfiillt und sei p(z) € FO(r).
Wir zeigen per Induktion iiber den Aufbau von ¢, dass fiir alle @ C A genau dann
A = p(a) gilt, wenn B = p(a) gilt. Zunichst bleiben quantorenfreie Formeln
(31 N II;-Formeln) nach Satz 1.2 und Korollar 1.1 unter Einbettungen und unter
Substrukturen erhalten, also gilt die Behauptung fiir alle atomaren Formeln ¢. Falls
nun ¢ = Y1 A fiir Formeln v, 15 € FO(7) oder ¢ = = fiir eine Formel ¢ € FO(7),
so folgt die Behauptung sofort aus der Induktionsvoraussetzung.



Sei nun () = Jyy(T,y) fiir eine Formel (Z,y) € FO(7) und gelte zunéchst
2A = p(a). Dann gibt es also ein @ € A mit A = ¥(a,a). Nach Induktionsvor-
aussetzung folgt B = ¥ (@, a) und damit insbesondere B = Jyi(a,y). Gelte nun
umgekehrt B = ¢(a@). Dann gibt es also ein b € B mit B = 1(a, b). Nach Vorausset-
zung gibt es folglich ein a € A mit B = ¥ (a, a) und nach Induktionsvoraussetzung
folgt hieraus 2 = (@, a). Damit haben wir 2 = 3z (a,a) = ¢(a). O

Definition 1.10. Eine Abbildung f : A — B zwischen 7-Strukturen 2 und B
heifit elementare Einbettung (f : A < B), wenn fiir alle Formeln ¢(Z) € FO(7) und
alle @ C A genau dann 2 = ¢(a) gilt, wenn auch B = ¢(f(a)) gilt.

Satz 1.5. Sei f : A — B eine Abbildung zwischen zwei T-Strukturen A und B.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) f ist genau dann eine Einbettung, wenn By qy ein Modell des atomaren Dia-
gramms von 2 ist.

(2) f ist genau dann eine elementare Einbettung, wenn B4y ein Modell des
elementaren Diagramms von 2 ist.

Beweis. (1) Sei zunéchst f eine Einbettung und sei ¢(a) € Th(A4) atomar oder
negiert atomar. Dann ist ¢(Z) € FO(7) insbesondere eine ¥;-Formel, also folgt aus
Satz 1.2, dass B |= ¢(f(a)) gilt, das heifit By a) = o(f(a)).

Nun gelte B (A ) E D(1). Zunichst ist f mJekth denn sind a,a’ € A mit a # d,
sogilt A = a # d also folgt B = f(a) # f(a’) und also gilt f(a) # f(a'). AuBerdem
gilt f(g*(ay, ... ,an)) = ¢®(f(a1),..., f(ay)) fiir jedes n-stellige Funktionssymbol
g €1,neNundalle (a1,...,a,) € A". Denn ist a € A mit ¢®(ay,...,a,) = a, so
gilt A = g(ay,...,ay) = a, also folgt B = g(f(a1),..., f(an)) = f(a) und wegen
fla) = f(g*(a1,...,a,)) folgt die Behauptung. Schlieflich gilt auch fiir jedes n-
stellige Relationssymbol R € 7, n € N und alle (ai,...,a,) € A™ genau dann
(a1,...,a,) € R® wenn auch (f(a1),..., f(an)) € R® gilt, da A = R(a1,...,an)
genau dann gilt, wenn auch B = R(f(a1),..., f(an)) gilt.

(2) Sei zunéchst f eine elementare Einbettung und sei ¢(a) € Th(2(4). Dann
ist p(Z) € FO(7), @ C A und A = ¢(a), also gilt nach Definition einer elementaren
Einbettung, dass B = ¢(f(@)) gilt. Also ist B4y = Th(™Aa).

Gelte nun B4y = Th(A4) und seien ¢(7) e FO(7) sowie @ C A. Gilt dann
A E ¢(a), also p(a ) € Th(A4), so folgt B4y = ¢(f(@)), also B = ¢(f(a)). Gilt
umgekehrt 2 [~ ¢(a), das heifit A = —¢p(a), so folgt wie wir gerade gesehen haben,
B = —p(a), das heifit B = o(a). Also ist f eine elementare Einbettung. O

Satz 1.6. Sei A eine 7-Struktur und sei X C A. Ferner sei K die Menge aller
Teilmengen B von A, so dass X C B gilt und B das Universum einer Substruktur
von 2 ist. Dann ist Y := (K das Universum einer Substruktur (X)g von A und
(X)q ist die eindeutig bestimmste kleinste Substruktur von 2, deren Universum X
umfasst.

Dass (X)g die kleinste Substruktur von 2 ist, deren Univserum X umfasst,
bedeutet dabei, dass Y C Y’ gilt fiir jede Teilmenge Y’ C A mit X C Y’, so dass
Y’ das Universum einer Substruktur von 2l ist.
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Definition 1.11. Fiir eine Struktur 2 und eine Menge X C A heifit die Struktur
(X)g die von X in 2 erzeugte Substruktur von 2.

Bemerkung 1.9. Ist f : % — B ein Homomorphismus zwischen T-Strukturen 2
und B, so ist f(A) das Universum einer Substruktur von B.

Wir bezeichnen diese Substruktur mit f(2). Offensichtlich ist () = (f(A))a.
Ist ferner f eine Einbettung so gilt f(2l) = 2.

Bemerkung 1.10. FEine Einbettung f : A — B zwischen 7-Strukturen A und B
ist genau dann eine elementare Einbettung, wenn f(2A) <X B ist.

Beweis. Sei zuniéichst f eine elementare Einbettung und sei p(Z) € FO(7) sowie
b C f(A). Dann haben wir b = f(a) fiir ein @ C A. Wegen 21 = f(2) gilt damit nun
f(2) = ©(b) genau dann, wenn A = (@), was nach Voraussetzung Aquivalent ist
m B = o(f(@) = o (0).

Gelte nun umgekehrt f(2A) = B und sei p(Z) € FO(7) sowie a C A. Dann
ist f(a) C f(A), also folgt aus A = f(A), dass A = ¢(a) genau dann gilt, wenn
f&) = ¢(f(a)) gilt, was nach Voraussetzung dquivalent ist zu B = ¢(f(a)). O

2 Amalgamation

Amalgamationssitze haben grob gesprochen die folgende Form. Gegeben seien zwei
Modelle B und € einer Theorie T und eine Struktur 2 (die nicht notwendigerweise
ein Modell von T ist), so dass 2 in B und in € eingebettet ist. Dann gibt es unter
gewissen Voraussetzungen ein Modell ® von 7', so dass 8 und € in ® einbettbar
sind, vermoge zweier Einbettungen f und g, die auf 2 iibereinstimmen:

/ N
fAX i

Abbildung 1: Amalgamation

Sétze dieser Form geben uns die Moglichkeit, gegebene Modelle einer Theorie
zu einem Modell dieser Theorie zu amalgamieren, welches beide Modelle umfasst.
Voraussetzung ist dabei, dass diese Modelle iiber die Sétze der Theorie T hinaus
eine gewisse minimale Gemeinsamkeit haben, welche durch die in beide Modelle
einbettbare Struktur 2 gegeben ist. Betrachtet man zum Beispiel Modelle 8 und
€ der Theorie der Korper, so miissen 8 und € in diesem Fall notwendigerweise die
gleiche Charakteristik besitzen. (Man beachte, dass eine Struktur mit der Signatur
Thp = {+,-,0,1, —,71} von Kérpern, welche in einen Korper einbettbar ist, selbst
wieder ein Korper ist.) Durch sukzessives Amalgamieren kann man dann immer
komplexere Modelle einer bestimmten Theorie konstruieren.



Wir werden das Konzept der Amalgamation in verschiedenen Varianten ken-
nenlernen und anwenden. Wir werden es verwenden, um den Satz von Los-Tarski
zu beweisen und um Strukturen zu konstruieren, in denen gewisse Typen realisiert
sind, siehe Abschnitt 3. Wir beweisen nun zunichst den Satz iiber die elementare
Amalgamation. Anschliefend betrachten wir zwei einfache Folgerungen aus diesem
Satz und werden dann den Satz iiber die existentielle Amalgamation beweisen.

Wir verwenden im Folgenden implizit oft das Koinzidenzlemma der Pradikaten-
logik.

Lemma 2.1. (Koinzidenzlemma) Seien 1 € FO(oc N 1) eine Formel, (A, 3) eine
o-Interpretation und (', 3') eine T-Interpretation, so dass Folgendes gilt.

(1) A und A" haben das gleiche (T N o)-Redukt.
(2) Frei(y) C Def(B8) N Def(5') und B(x) = '(z) fir alle x € Frei(y).

Dann gilt (2, 3) = ¢ genau dann, wenn (A, 3") = ¢ gilt.

Bevor wir nun den Satz iiber die elementare Amalgamation beweisen, wollen wir
uns noch einige Aussagen iiber Erzeugendensysteme ansehen, die wir im Folgenden
verwenden werden.

Wir wissen bereits, dass eine Abbildung f : 2 — 9B zwischen 7-Strukturen
genau dann eine Einbettung ist, wenn B4y ein Modell des atomaren Diagramms
von 2 ist. Wir wollen uns nun zunéchst ein entsprechendes Resultat ansehen, wobei
wir lediglich von einem Erzeugendensystem einer Struktur ausgehen. Dazu geben
wir zunéchst eine explizite Konstruktion fiir das Erzeugnis einer Menge in einer
Struktur an.

Bemerkung 2.1. Sei 2 eine 7-Struktur fiir eine Signatur T und sei B C A. Wir
definieren die Folge (By)nen von Teilmengen B, C A wie folgt.

BO = B.
Bry1 = Upen UfeFm(T){fm(bl, oy b)) [ (b1, .. b)) € (BR)™} fiir n € N,

Dann ist B* := J, ey Bn das Universum von (B)g.

Wir nehmen nun 0.B.d.A. an, dass 7N B = () ist. Dann gibt es fiir alle n € N und
alle b € B,, einen geschlossenen Term t der Tiefe n iiber der Signatur 7U B, so dass
[t]®2 = b ist. Dies gestattet es uns, Aussagen iiber logische Formeln, die lediglich
von KErzeugendensystemen ausgehen, anzuheben zu Aussagen iiber die erzeugten
Substrukturen.

Bemerkung 2.2. Seien 2 und B 7-Strukturen fir eine Signatur T, sei ¢ ein Tupel
von Konstantensymbolen mit ¢\ = () und seien a C A sowie b C B mit |a|] = |b| =
|¢|. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Fiir jeden atomaren oder negiert atomaren Satz ¢ € FO(T U¢€) folgt aus
(A,a) = ¢, dass auch (B,a) = ¢ gilt. ~
(2) Es gibt eine Einbettung f : (a)y — B mit f(a) = b.

In jedem Fuall gibt es hochstens eine solche Einbettung.
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Man beachte, dass damit inbesondere (@)g = (b)s gilt. Ein entsprechendes Re-
sultat gilt auch fiir Homomorphismen, wenn man (1) lediglich fiir atomare Sétze
fordert.

Bemerkung 2.3. Es seien B und € 7-Strukturen sowie @ C B und ¢ C C Tupel
gleicher Linge, so dass Bg = €. Ist dann f : A := (@), — (¢)¢ ein Isomorphismus
mit f(a) = ¢, so gilt bereits B = Cp4).

Beweis. Da f ein Isomorphismus ist mit f(a) = ¢ kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass ¢ =@ und (¢)¢ = A gilt, indem wir gegebenenfalls zu einer isomorphen Kopie
von € iibergehen. Es ist dann f die Identitdt auf 2. Sei nun ¢ = p(a,...,a,) €
FO(TUA) ein beliebiger Satz iiber der erweiterten Signatur 7UA, wobei wir 0.B.d.A.
annchmen, dass 7N A = () ist. Wegen (a)ps = 2 = (@)¢, gibt es dann fiir jedes
i € {1,...,n} einen geschlossenen Term ¢; iiber der Signatur 7 U@, so dass [t;]%* =
[a:]®4 = [a;]® = [a;]®* = [t:]% gilt. Wir konstruieren nun die Formel ¢ €
FO(r Ua) aus ¢, indem wir fiir i = 1,...,n alle Vorkommen von a; in ¢ durch ¢;
ersetzen. Nach Voraussetzung gilt dann Bz = ¢ genau dann, wenn €5 = ¢ gilt und
also gilt offensichtlich auch B 4 = ¢ genau dann, wenn €4 = ¢ gilt. O

Satz 2.1. (Elementare Amalgamation) Seien B und € 7-Strukturen sowie @ C B
und ¢ C C Tupel gleicher Linge, so dass Bg = € gilt. Dann gibt es eine elementare
Erweiterung ®© = B und eine elementare Einbettung f: € X © mit f(¢) = a.

Beweis. Wegen Bg = €z gibt es eine eindeutige Einbettung g : 2 := (@) — € mit
g(@) = ¢. Indem wir gegebenenfalls zu einer isomorphen Kopie von € iibergehen,
kénnen wir also zunéchst 0.B.d.A. annehmen, dass @ =¢, (@)¢ = A und BNC = A
gilt. Wir wir zuvor bemerkt haben, haben wir damit bereits B 4 = € 4. Wir zeigen
nun, dass T := Th(Bp) U Th(C) erfiillbar ist. Sei dazu Ty C T eine beliebige
endliche Teilmenge von 7" und sei ¢ := A(Tp N Th(€¢)). Da in ¢ nur endlich viele
Konstanten vorkommen und B N C = A ist, gibt es endliche Tupel @ C A und
d CC\A=C\Bnmnityp=¢p@,7).

Nehmen wir nun an, Tj ist nicht erfiillbar. Da Bp = Ty N Th(Bp) gilt, folgt
Th(Bp) ¥ ¢(@,d), das heiit Th(Bp) = —¢(@,d). Da nun aber @ N B = ()
ist, folgt daraus bereits Bp = Vi—p(a',Z). (Sonst gébe es ein Tupel v C B
mit B = (@, b), also wire B = (Bp, (@)%) mit (@)% =¥ ein Modell von
Th(Bp) U {e(@,?)}, im Widerspruch zu Th(Bp) | —¢(a’,7).) Also haben wir
B4 = Vi-p(@,T) und wegen B4 = €4 folgt hieraus €4 = VZ—p(a@’',7) und damit
haben wir €¢ = VZ—p(a’, T), im Widerspruch zu ¢(a’, ') € Th(¢o).

Nach dem Kompaktheitssatz der Priadiaktenlogik ist somit auch 7" erfiillbar, das
heiBt es gibt ein Modell © = (©, B?",C?") |= T von T, wobei ® eine Struktur der
Signatur 7 ist. Damit gilt (D, B®") = Th(Bp), alsoist g : B — D, b — b®" cine
elementare Einbettung. Durch Umbenennen kénnen wir also 0.B.d.A. annehmen,
dass B < D und b®" = b fiir alle b € B gilt. Da weiter (9,C®") = Th(€¢) gilt, ist
auch f:C — D, c+— @ eine elementare Einbettung und es gilt f(a) = @ =q
fir alle a € @ C B. O
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Abbildung 2: Elementare Amalgamation

Korollar 2.1. Sind B und € 7-Strukturen mit 6 = €, so gibt es eine elementare
Erweiterung © = B und eine elementare Einbettung f : € X D.

Fiir den Beweis setze man lediglich im Satz iiber die elementare Amalgamation
a = ¢ = (). Falls nun also 7 keine Konstantensymbole enthilt, so ist die Struktur
2, welche in B und € eingebettet ist, die leere Struktur. (Sonst ist (#) = (CF)m,
wobei C die Menge der Konstantensymbole in 7 ist.) Zwar garantiert diese leere
Struktur keinerlei Gemeinsamkeiten zwischen den Strukturen 8 und €, aber wie
wir im Beweis des Satzes iiber die elementare Amalgamation gesehen haben, ist
die Forderung B = € stark genug, um B und € amalgamieren zu kénnen. (Man
beachte, dass dies eine echt stirkere Forderung ist als B, € |= T fiir eine Theorie T,
falls T unvollsténdig ist.)

Korollar 2.2. Sind A, B und € 7-Strukturen mit A < B und A <X €, so gibt es
eine elementare Erweiterung ® = B und eine elementare Einbettung f : € <D, so
dass fla =ida.

Beweis. Sei @ = (a)~y< fiir eine geeignete Kardinalzahl x eine Aufzéhlung von A.
Wegen 2 < B und A < € gilt dann Bz = €. (Denn ist p € Th(Bz), so folgt aus
A < B, dass A E ¢ gilt und mit A < € gilt dann auch €z | ¢.) Damit folgt die
Behauptung nun sofort aus dem Amalgamationssatz. O

Satz 2.2. (Existentielle Amalgamation) Seien B und € 1-Strukturen sowie @ C B
ein Tupel und f : (@), — € ein Homomorphismus, so dass fir alle ¥1-Sdtze ¢ €
FO(rWa) aus €5 = ¢ folgt, dass auch By = ¢ gilt. Dann gibt es eine elementare
Erweiterung © = B und eine Finbettung g : € — © mit g(f(a)) = a.

Beweis. Wir setzen 21 := (a)p und zeigen zunichst, dass €4y ein Modell des
atomaren Diagramms D(2() von 2 ist. Sei also ¢ € FO(7 W A) atomar oder negiert
atomar mit A4 = ¢. Wie im Beweis von Bemerkung 2.3 konstruieren wir nun
einen Satz ¢ € FO(r Wa), indem wir fiir jedes a € A welches in ¢ vorkommt, alle
Vorkommen von a durch einen geeigneten Term ¢, iiber der Signatur 7 Wa ersetzen.
Dann haben wir %z = ¢ und da v quantorenfrei ist, folgt Bz = 1. Nutzen wir
nun abermals aus, dass ¢ quantorenfrei ist, so erhalten wir nach Voraussetzung
€t@ F ¢ und da f ein Homomorphismus ist, folgt damit A) E ¢. Also haben
wir Cr g E D(2) und also ist f eine Einbettung. Indem wir € gegebenenfalls durch
eine isomorphe Kopie ersetzen, konnen wir also annehmen, dass f(a) = a fiir alle
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a € A gilt und dass BNC' = A ist. Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis von
Bemerkung 2.3 zeigt man nun, dass fiir alle ¥;-Sétze ¢ € FO(T W A) aus €4 = ¢
folgt, dass auch B4 = ¢ gilt. Wir zeigen nun, dass 7' := Th(B ) U D(€) erfiillbar
ist, wobei D(€) das atomare Diagramm von € sei.

Sei dazu Ty C T endlich und sei ¢ := A\(Tp N D(€)). Da in ¢ nur endlich viele
Konstanten vorkommen und B N C' = A ist, gibt es endliche Tupel @ C A und
d CC\A=C\Bmit p=¢(@,c). Nehmen wir nun an, Ty ist nicht erfiillbar. Da
Bp = ToNTh(Bp) gilt, folgt Th(Bp) = ¢(@,7), das heift Th(Bp) E —p(@,7).
Da nun aber @NB = () ist, folgt daraus bereits B g = VT—p(a’,Z). (Denn sonst gibe
es ein Tupel b C B mit Bp = (@, b). Damit wire B’ = (B3, (¢)%) mit (¢)% =
b ein Modell von Th(B5) U {¢(@,@)}, im Widerspruch zu Th(Bp)  —¢(@,7).)
Also haben wir B4 = VZ—¢(a',7) = 3T (@, T) und also B4 (= FTp(a@’,T). Nun
ist p(a@’,T) quantorenfrei, also ist ITp(a@’,T) eine Xi-Formel und damit folgt aus
B~ TTp(@,T), dass €4 £ FTp(a',T) gilt. Daraus folgt nun €¢ ¥~ FTp(a’, T) im
Widerspruch zu (@', @) € D(E).

Nach dem Kompaktheitssatz ist somit auch T erfiillbar, also gibt es ein Mo-
dell ®t = (©,B®",C®") = T von T, wobei ® eine 7-Struktur ist. Dann gilt
(D,B") = Th(Bp), also ist h : B — D, b — b®" eine elementare Einbettung.
Indem wir gegebenenfalls zu einer isomorphen Kopie von ®T {ibergehen, kénnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass B < ©* und bO" — b fiir alle b € B gilt. Da wei-
ter (D,C°") = D(€) gilt, ist f : C — D, ¢ — ¢®" eine Einbettung und es gilt
g(f(a)) = f(a) = a®" = a fiir alle a € A. O

X

¢, f(a)
)

Abbildung 3: Existentielle Amalgamation

D
e
B.a
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Mit Hilfe des folgenden Korollars aus dem Satz iiber die existentielle Amalgama-
tion konnen wir nun den Satz von Los-Tarski in seiner allgemeinen Form beweisen.
Das Korollar ergibt sich unmittelbar wenn man @ = () setzt

Korollar 2.3. Seien B und € 7-Strukturen, so dass fir jeden ¥1-Satz ¢ € FO(T)
aus € = @ folgt, dass B = ¢ gilt. Dann kann man € in eine elementare Erweiterung
von B einbetten.

Sei @ C FO(7) fiir eine Signatur 7 eine Menge von 7-Sétzen. Wir definieren die
folgenden Satzmengen.

Oy ;= {p € FO(7)| ¢ ist ein II;-Satz mit ® = ¢}.

O3 := {p € FO(7)| ¢ ist ein ¥;-Satz mit ¢ = p}.
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Korollar 2.4. Sei T C FO(7) fiir eine Signatur T eine Theorie und sei 2 eine
T-Struktur. Dann gilt genau dann 2 = Ty, wenn es eine Erweiterung B 2O A gibt
mitB =T.

Beweis. Gibt es eine Erweiterung %8 O 2 von 2 mit B = T, so gilt insbesondere
B = Ty und da universelle Formeln unter Substrukturen erhalten bleiben, folgt
A= Ty.

Gelte nun A = Ty. Wir zeigen, dass es ein Modell B von & := Th(2A)3U T
gibt. Dann gilt ndmlich fiir jeden ¥;-Satz ¢ € FO, dass aus 2 = ¢ folgt, dass
B = ¢ gilt. Nach Korollar 2.3 ist dann 2 in eine elementare Erweiterung von B
einbettbar, das heifit 2 ist isomorph zu einer Substruktur eines Modells von T
Nehmen wir dazu an, ® wire nicht erfiillbar. Dann gibt es eine endliche Teilmenge
{0, -s0k—1} CTh(R)3 mit T' = - V ...V —p_1 =: ¢ € II;. Damit haben wir
Y € Ty und also 2 |= ¢ im Widerspruch zu A = ¢; fir i =0,...,k — 1. O

Satz 2.3. (Los-Tarski) Set T C FO(r) fiir eine Signatur T eine Theorie und sei
® C FO(T) eine Menge von Sitzen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Sind A,B =T Modelle von T mit A C B und B = P, so gilt auch A = P.
(® bleibt modulo T unter Substrukturen erhalten.)

(2) Es gibt eine Menge W C FO(t) von IIy-Sdtzen, so dass fir jedes Modell
A = T genau dann A | © gilt, wenn auch A = U gilt. (P ist modulo T zu
einer Menge von I1;-Sdtzen dquivalent.)

Beweis. Den Schluss von (2) auf (1) erhdlt man unmittelbar aus der Tatsache, dass
universelle Formeln unter Substrukturen erhalten bleiben. Gelte nun also (1). Wir
setzen ¥ := (T'U @)y und betrachten ein beliebiges Modell 2 = T" von T'. Gilt dann
2 = U, so liefert uns Korollar 2.4 eine 7-Struktur 8 O A mit B =7 U P und da ®
modulo 7" unter Substrukturen erhalten bleibt, folgt hieraus 2 = ®. Gilt umgekehrt
A E @, so folgt A =T UP D W. Also ist ® modulo T zu ¥ dquivalent. Da ¥ nur
aus II;-Sétzen besteht, ist der Beweis damit vollstdndig erbracht. O

Man beachte, dass die Einschriankung auf Sétze im vorigen Satz nicht essentiell
ist. Denn ist ® C FO(7) eine beliebige Menge von Formeln die modulo 7" abgeschlos-
sen ist unter Substrukturen von 7-Strukturen und ist X die Menge der Variablen,
die in @ frei vorkommen, so betrachten wir X als eine Menge von Konstantensym-
bolen. Dabei nehmen wir 0.B.d.A. an, dass X N7 = § ist. Dann ist also ® eine
Menge von FO(7 U X)-Sétzen und wie man leicht sieht ist ® als solche modulo T
abgeschlossen unter Substrukturen von (7UX)-Strukturen. Man beachte dazu, dass
nach dem Koinzidenzlemma eine (7UX)-Struktur genau dann ein Modell von T ist,
wenn ihr 7-Redukt ein Modell von T ist. Ferner beachte man, dass die Interpreta-
tion der Konstantensymbole aus X in einer Substruktur 9B einer (7 U X)-Struktur
2 {ibereinstimmen muss mit der Interpretation der Symbole in 2. Inbesondere sind
diese Elemente in B enthalten. Man erhilt also aus dem Satz von Los-Tarski eine
Menge ¥ von universellen (7 U X)-Sétzen, die modulo T zu ® #quivalent ist. Wie
man wiederum sehr leicht einsieht, ist dann @ als Menge von 7-Formeln modulo T’
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dquivalent zu ¥ als Menge von 7-Formeln und wir sind fertig. Den Schluss von (2)
auf (1) haben wir bereits fiir den allgemeinen Fall in Abschnitt 1 bewiesen.

Damit kénnen wir nun leicht die Formulierung des Satzes Los-Tarski aus der
Einleitung folgern.

Korollar 2.5. Fine FO-Formel ¢ bleibt genau dann unter Substrukturen erhalten,
wenn @ dquivalent zu einer universellen Formel ist.

Da Negationen von II;-Formeln gerade 3;-Formeln sind, erhilt man daraus
unmittelbar, dass eine FO-Formel ¢ genau dann unter Einbettungen erhalten bleibt,
wenn ¢ dquivalent zu einer existentiellen Formel ist. Es gilt jedoch allgemeiner auch
eine entsprechende Variante des Satzes von Los-Tarski fiir existentielle Formeln, das
heifit eine Menge ® von FO(7)-Formeln ist modulo einer 7-Theorie T" abgeschlossen
unter Einbettungen genau dann, wenn ® modulo T' dquivalent ist zu einer Menge
von existentiellen Formeln. Der Beweis verwendet die gleichen Ideen wie der Beweis
des Satzes von Los-Tarski.

Dariiberhinaus gilt auch die Umkehrung von Satz 1.3, das heifit eine FO-Formel
die unter Vereinigungen von Ketten erhalten bleibt, ist dquivalent zu einer Ils-
Formel. Auch hier gilt allgemeiner, dass eine Menge ® von FO(7)-Formeln modulo
einer 7-Theorie T' abgeschlossen ist unter Vereinigungen von Ketten genau dann,
wenn ® modulo T dquivalent ist zu einer Menge von Ils-Formeln. Dieses Resultat
ist bekannt als Satz von Chang-Los-Suszko. Fiir den Beweis verwendet man eine
Variante der existentiellen Amalgamation.

3 Typen
Definition 3.1. Seien 2 eine 7-Struktur, B € A und n € N.

(1) Ein n-Typ von 2 iiber B ist eine Menge p von Formeln ¢(zg,...,zp—1) €
FO(T U B), so dass pU Th(2(p) erfiillbar ist.

(2) Der Typ eines Tupels @ C A iiber B ist die Menge tpg(a/B) = {¢(T) €
FO(rUB) |24 = ¢(a)}.

(3) 2 realisiert einen n-Typ p iiber B, wenn ein Tupel @ C A existiert, so dass
p C tpg(a/B) ist.

(4) Ein n-Typ p iiber B heifit vollstindig, wenn kein n-Typ ¢ von 2 iiber B
existiert, so dass p C ¢ gilt.

(5) Sy(B) ist die Menge aller vollstéindigen n-Typen von & iiber B (Stone-Raum).

Ein n-Typ einer 7-Struktur 2 iiber einer Menge B C A ist somit eine partielle
Beschreibung der Eigenschaften eines n-Tupels von Elementen iiber der Signatur
7 U B. Wir nennen B auch die Parameter des Typs. Wir fordern dabei nicht, dass
diese Beschreibung auf ein n-Tupel von Elementen der Struktur 2f zutrifft, sondern
lediglich, dass sie mit der Theorie Th(2(p) der Struktur A p konsistent ist. Das heifit,
die Beschreibung muss zutreffen auf ein n-Tupel von Elementen eines Modells der
Theorie. Trifft die Beschreibung auf ein Tupel von Elementen einer 7-Struktur €
mit den Parametern B C C zu, so sagen wir, dass € den Typ realisiert.
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Vollstédndige Typen entsprechen gerade den vollstédndigen Beschreibungen eines
Tupels von Elementen, eingeschlossen alle Aussagen, die man mit Hilfe der Para-
meter aus B iiber die gegebene Umgebung 21 des Tupels machen kann, das heifit
Th(2p). (Man hat eine partielle Beschreibung p eines n-Tupels von Elementen ge-
geben, die mit Th(2Ap) konsistent ist und man kann nicht mehr {iber das Tupel
sagen, ohne dass die Beschreibung inkonsistent wird mit Th(2p). Insbesondere gilt
natiirlich Th(2(5) C p.) Realisiert eine Struktur € einen vollstéindigen Typen p einer
Struktur A tiber den Parametern A, so ist € bis auf Umbenennung eine elementare
Erweiterung von 2.

Bemerkung 3.1. Sei 2 eine 7-Struktur, B C A und p ein n-Typ von A diber B.
Dann ist p genau dann vollstindig, wenn fir jede Formel p(T) = ¢(xg,...,Tpn-1) €
FO(7 U B) entweder ¢(T) € p oder —p(T) € p gilt.

Beweis. Sei zunichst p vollstdndig und ¢(Z) € FO(7 U B) beliebig. Ferner sei € ein
Modell von {¢(¢) |¥(T) € p} UTh() fir ein geeignetes Tupel ¢ C C. Dann gilt
¢ = ¢(¢) oder € = =p(T). Gilt nun € = ¢(¢), so folgt ¢(Z) € p. Denn sonst wire
pU{e(Z)} UTh(A) erfullbar und damit wire ¢ := pU{¢(Z)} ein n-Typ von A iiber
B mit p C ¢, was nicht sein kann. Analog folgt aus € = —¢(¢), dass —p(T) € p gilt.

Nun gelte ¢(T) € p oder —p(T) € p fiir alle p(ZT) € FO(r U B) und sei ¢ ein
n-Typ von 2 iiber B mit p C ¢. Ferner sei ¢(T) € g beliebig. Dann gilt ¢(Z) € p
oder =p(Z) € p und wegen p C q folgt aus p(Z) € ¢ und der Erfiillbarkeit von g,
dass ¢(T) € p gilt. Also ist ¢ C p und damit p = gq. O

Bemerkung 3.2. Sei 2 eine 7-Struktur, B C A, @ = (ag,...,an-1) € A und
p = tpy(a/B). Dann gibt es keine erfiillbare Formelmenge ¢ C FO(r U B) mit
Frei(p) C {zg,...,xn_1} fir alle ¢ € q, so dass p C q gilt. Insbesondere ist also p
vollstindig.

Beweis. Sei ¢ C FO(7 U B) mit Frei(¢) C {xo,...,zn—1} fiir alle ¢ € ¢ eine erfiill-
bare Formelmenge, so dass p C ¢ ist und sei ¢(Z) = ¢(Z,b) € FO(T U B) mit
©(T,b) ¢ p, das heifit 2 = p(a,b). Dann folgt A = —(a,b), das heiit =p(Z,b) € p
und damit —¢(Z,b) € ¢. Da ¢ erfiillbar ist, folgt ¢(Z,b) ¢ ¢ und wir haben ¢ C p,
also p =gq. O

Bemerkung 3.3. Sei A eine 7-Struktur und B C A. Dann ist {tpy(a/B)|a C A}
genau die Menge der in 2 realisierten vollstindigen Typen von A tber B.

Bemerkung 3.4. Sei A eine 7-Struktur und B C A. Ferner sei p ein n-Typ von
A tber B. Dann gibt es einen vollstindigen n-Typ q von A iber B mit p C q.

Beispiel 3.1. Es sei 2 := (N, S,0) mit der Nachfolgerfunktion S : N — N. Fir
n € N definieren wir nun p, = tpg(n/0). Wie wir bereits gesehen haben, ist dann
{pn|n € N} genau die Menge der in A realisierten vollstindigen 1-Typen von A
iber der leeren Menge. Ferner gilt x = S™(0) € p, fir alle n € N, also gilt p, #
Pm fiir alle n,m € N mit n # m. Man beachte, dass p, fir jedes n € N der
einzige vollstindige 1-Typ von A iber der leeren Menge ist mit x = S™(0) € p,.
Auflerdem gibt es einen vollstindigen 1-Typen ps von A dber der leeren Menge
mit x # S™(0) € ps fiir alle n € N. Denn nach dem Kompaktheitssatz ist jede
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endliche Teilmenge von Th(A)U{x # S™(0) |n € N} erfillbar, also ist Th(A)U{x #
S™0) |n € N} erfillbar. Damit ist {x # S™(0)|n € N} ein 1-Typ von A dber der
leeren Menge, also gibt es einen vollstindigen 1-Typ po von 2 tiber der leeren Menge
mit {x # S™(0) |n € N} C poo. Man beachte, dass poo natirlich nicht in 2 realisiert
ist. Ferner beachte man, dass wenn B eine Struktur ist, die po, Tealisiert und b € B
ein Element ist mit poo = tpg(b/0), es Elemente b',b" € B gibt mit S(b') = b und
S(b) =b". Denn B ist ein Modell der Theorie von A und also gibt es in B genau
ein Element ohne Vorginger. Ferner gilt b # S™(0) fiir alle n € N, also haben wir
b, 0" ¢ NU{b} und b’ #V".

Satz 3.1. Sei A eine T-Struktur, B C A und p ein n-Typ von A diber B. Dann gibt
es eine elementare Erweiterung € = A von A, so dass p in &€ realisiert ist.

Beweis. Sei b eine Aufzihlung von B und sei zuniichst € ein Modell von Th((2(, b)),
so dass ein Tupel ¢ C C existiert mit € = {¢(¢)|¢(T) € p}. Dann gilt (€, BG) =
(2, b), also gibt es nach dem Satz tiber die elementare Amalgamation eine elementare
Erweiterung © = 2 von 2 und eine elementare Einbettung f : € — © mit f (56) =b.
Damit gilt (D,b) = {(f(¢)) |¢(@) € p}. [

Es sei an dieser Stelle noch einmal explizit darauf hingewiesen, dass wir von einer
Struktur €, die p realisiert, fordern, dass B C C und b® = b gilt fiir b € B. Wir
kénnen dies natiirlich fiir alle € = Th(Ap) stets durch Umbenennung erzwingen,
da insbesondere by # by € Th(p) gilt fiir by,by € B mit by # be. Wenn wir nun
allerdings gleichzeitig fordern, dass 2 eine elementare Substruktur von € ist, so
bendétigen wir eine Methode beide Bedingungen simultan zu erzwingen. Dies lauft
im Wesentlichen darauf hinaus zu zeigen, dass p U Th(2(4) erfiillbar ist was gerade
aus dem Satz iiber die elementare Amalgamation folgt.

Wir wollen nun dieses Ergebnis noch verallgemeinern, indem wir zeigen, dass
es sogar eine elementare Erweiterung gibt, in der alle Typen realisiert sind. Wir
iterieren dazu die Methode der elementaren Amalgamation.

Satz 3.2. Zu jeder Struktur A gibt es eine elementare Erweiterung € = 2 in der
alle Typen von A iber A realisiert sind.

Beweis. Sei 2 eine beliebige 7-Struktur fiir eine Signatur 7 und sei t C P(FO(TUA))
die Menge aller Typen von 2 iiber A. Ferner sei (py)a<s fiir £ = [t| eine Aufzéhlung
von t. Wir konstruieren nun per Induktion iiber « eine elementare Kette (€4 )a<s
von 7-Strukturen €, = 2, so dass pg fiir alle 8 < « in &, realisiert ist.

Zunichst setzen wir €y = 2. Sei nun o < «x und sei &g fiir 3 < o konstruiert.
Per Induktion gilt €, = 2, also ist p, als Typ von & tiber A C C, auch ein Typ
von €, iiber A. Also gibt es eine elementare Erweiterung €1 = €4, so dass p, in
Ca41 realisiert ist. Da alle Typen pg fiir 8 < a in &, realisiert sind, sind alle diese
Typen auch in €, realisiert. Ist schliefilich o < x ein Limesordinal, so setzen wir
¢, = Uﬁ<a Cs. Da (€3)g<q eine elementare Kette ist, gilt dann €, = &g fiir alle
B < a. Insbesondere sind alle Typen pg fiir 8 < « in €, realisiert.

SchlieBlich setzen wir € := (J,.,. €o. Dann gilt € = &, fiir alle @ < x und
also sind alle Typen p, fiir @ < x in € realisiert. Ferner haben wir insbesondere
A =y = € und sind fertig. O
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4 Saturiertheit

Definition 4.1. Sei k € Cn®°, 7 eine Signatur und B eine 7-Struktur.

(1) B heidit k-saturiert, wenn jeder 1-Typ von B iiber einer Menge A C B mit
|A| < k in B realisiert ist. Ferner heifit B saturiert, wenn B |B|-saturiert ist.

(2) B heifit k-universell, wenn fiir jede 7-Struktur 2 mit A = B und |A| < & eine
elementare Einbettung f : A < B existiert.

(3) B heiBit x-homogen, wenn fiir alle Tupel @,b C B mit |a] = |b| < & und
(B,a@) = (B,b) und jedes Element d € B ein Element ¢ € B existiert mit
(B,a,c) = (°B,b,d).

Satz 4.1. Sei B eine T-Struktur und sei k € Cn*°. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) B ist k-saturiert.
(2) Ist A eine T-Struktur und sind @ € A* sowie b € B® fir ein o < Kk mit
(2, a) = (B, b), so gibt es fir alle c € A ein d € B mit (A, a,c) = (B,b,d).

Beweis. Gelte zunéchst (2) und sei p ein beliebiger 1-Typ von B iiber einer Menge
C C B mit |C| < k. Dann gibt es ein Modell 2 von Th(B¢), so dass p in 2 realisiert
ist, das heifit es gibt ein ¢ € A mit A = {p(c) | p(x) € p}. Wegen A = Th(B 4) gilt
(A, a) = (B, a), wobei @ eine Aufzihlung von A sei. Nun gibt es nach Voraussetzung
ein d € B mit (A, a,c) = (B,a,d) und es folgt B = {o(d) | ¢(x) € p}. Also ist p in
B realisiert und also ist B k-saturiert.

Gelte nun (1). Es sei p := tpg(c/a) der Typ von ¢ in 2 iiber @ und es sei p
die Formelmenge, die aus p ensteht, indem die Konstantensymbole aus @ durch
die entsprechenden Konstantensymbole aus b ersetzt werden. Dann gilt (A, a) =
{p(e) |p(c) € p}. Da nach Voraussetzung auBerdem (A,@) = (B,b) gilt, ist (A, a)
ein Modell von Th((%8,b)) und also haben wir gezeigt, dass p ein Typ von B iiber
b ist. Da nun aber nach Voraussetzung |b| < & gilt, ist p in B realisiert, das heiit
es gibt ein d € B mit B = {¢(d) | ¢(x) € p}. Da p nach Definition vollstindig ist,
ist auch p vollstéindig und also folgt daraus (2, @,c) = (B,b,d). O

Was wir also lediglich tun miissen, um das gewiinschte Element d in der Struk-
tur B zu finden, ist, eine vollstindige Beschreibung des Elements ¢ in 2 iiber den
Parametern @ herzunehmen und zu bemerken, dass diese Beschreibung bis auf Um-
benennung von Parametern ein Typ von ‘B iiber einer hinreichend kleinen Menge
von Parametern ist. Dieser Typ ist dann in B realsiert, also gibt es ein Element d,
auf welches diese vollstindige Beschreibung zutrifft.

Korollar 4.1. Ist eine Struktur B k-saturiert fir ein k € Cn®, so ist B k-
homogen.

Korollar 4.2. Sei B eine 7-Struktur und sei k € Cn™, so dass B k-saturiert ist.
Ist dann 2 eine T-Struktur und sind @ C A sowie b C B mit |a| = |b] < k und
(,a) = (%B,b), so gibt es fiir allec C A mit [¢| < k ein Tupel d C B mit |d| = |¢|
und (A,a,¢) = (B,b,d).
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Beweis. Sei |¢| = 7. Wir definieren die gewiinschte Folge (dq)a<~ per Induktion iiber
B < 7, so dass (2,a,¢3) = (B,b,d) fiir alle 3 < . Fiir § = 0 ist nichts zu tun.
Ist 3 eine Limeszahl, so ist (da)a<p bereits definiert und (%, @,¢3) = (B,b,d)3)
folgt unmittelbar aus der Induktionsvoraussetzung, da jede FO- Formel lediglich
endlich viele Konstantensymbole enthélt. Ist schliellich 3 < k beliebig und ist E| 3
konstruiert, so erhalten wir d|(3;1) unmittelbar aus Satz 4.1. Man beachte, dass
|b|] < k und B < k und somit auch |b| + 5+ 1 < & gilt. O

Korollar 4.3. Es sei B eine T-Struktur, die k-saturiert ist fiir ein k € Cn*>. Dann
ist B kT -universell.

Satz 4.2. Seien 2 und B saturierte T-Strukturen mit A =B und |A| = |B|. Dann
gilt A = B.

Beweis. Es seien @ = (aq)a<x und b = (by)a<x Aufzihlungen von A beziehungs-
weise B. Wir konstruieren nun Folgen ¢ = (ca)a<x € A und d = (dy)a<x C B per
Induktion {iber 8 < k, so dass (%, a|3,¢3) = (%,E‘B,Bw) fiir alle 8 < k gilt.

Fiir § = 0 ist nichts zu tun und ist § ein Limesordinal, so sind (cq)a<p sowie
(do)a<p bereits definiert und die Behauptung folgt sofort aus der Induktionsvor-
aussetzung, da jede FO-Formel lediglich endlich viele Konstantensymbole enthélt.
Sei nun 3 < k beliebig und seien ¢|g sowie E| 3 konstruiert. Da B saturiert ist, gibt
es ein dg € B mit (A, ag,as,¢3) = (‘B,Em,dg,g‘ﬁ). Da auch 2 saturiert ist, gibt es
damit nun ein cg € A mit (A, a3, ap,¢|g,cp) = (%,E‘B,dg,gw,b/g).

Damit sind die Folgen vollstéindig konstruiert und wir haben (2, @,¢) = (8, d, b).
Also ist f: A — B mit f(an) = do und f(cq) = by fiir alle a < k eine Einbettung.
(Man beachte, dass f insbesondere wohldefiniert ist.) Da nun aber b bereits eine
Aufzihlung aller Elemente von B ist, ist f surjektiv und also ein Isomorphismus. [

Man beachte, dass fiir endliche Strukturen bereits aus 2 = B folgt, dass
und B isomorph sind. Hingegen gilt die Aussage des Satzes im Allgemeinen nicht,
wenn 2l und B unendlich sind und eine der Strukturen nicht saturiert ist. So ist
beispielsweise B = (N x {0} UZ x {1},5,0) mit S(k,i) = (k+ 1,7) und 0 = (0,0)
elementar dquivalent zu A = (N, S, 0), wie man mit Hilfe von Ehrenfeucht—Fraissé-
Spielen leicht zeigt. AuBlerdem kann man zeigen, dass B saturiert ist. Die Struktur
2 ist hingegen nicht saturiert und offensichtlich ist 2 nicht isomorph zu ‘B.

Lemma 4.1. Sei A eine 7-Struktur und sei k € Cn* mit k > |7|. Dann gibt es
eine elementare Erweiterung B = A von A der Grifle |B| < |A|", so dass jeder Typ
von A iber einer Menge C C A mit |C| < k in B realisiert ist.

Beweis. Wir verfeinern den Beweis von Satz 3.2. Wir bemerken zunéchst, dass es
hochstens |A|" Teilmengen der Grofle hochstens k von A gibt, da jede solche Menge
das Bild einer Funktion f : Kk — A ist. Nun gilt ferner fiir jedes n € N und alle
C C Amit |C| < &, dass |SE(C)| < [P(FO"(TUQ))| < 2l7IFICHnHw < 9% ist. (Wobei
w im Exponenten den Fall endlicher Mengen 7 und C' abfingt.) Also miissen wir
hochstens w x |A|® x 2% = |A|® =: X viele Typen realisieren. Sei (py)a<) €ine
Aufzéhlung dieser Typen.
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Wir konstruieren nun per Induktion iiber « eine elementare Kette (Bg)a<n
von 7-Strukturen B, = 2, so dass pg fiir alle § < «a in B, realisiert ist und
so, dass |By| < |A|" gilt. Zunéchst setzen wir By = 2. Nun sei @ < A beliebig
und sei B, konstruiert. Per Induktion gilt B, = 2, also ist p, als Typ von A
iiber einer Menge C C A C B, auch ein Typ von B, iiber C. Also gibt es eine
elementare Erweiterung 8 > B, so dass p, in B realisiert ist. Insbesondere ist also
die Formelmenge p, U Th((B4)5, ) erfiillbar. Nach den Lowenheim-Skolem Sétzen
hat folglich die Menge po U Th((Ba)p,) ein Modell B,41 der Grofie hochstens
|7|+|Ba| < k+]A|" = |A|*. Damit ist nun aber B, eine elementare Erweiterung
von B, so dass p, in B4 realisiert ist. Da alle pg fiir 8 < « in B, realisiert sind,
sind folglich alle pg fiir § < a4+ 1 in B, realisiert und es gilt |Bay1| < |A]".

Ist nun schliefllich « eine Limeszahl, so setzen wir B, := UB <o B Dann gilt
Bg = B, fir alle f < a und alle pg fiir 8 < « sind in B, realisiert. Ferner gilt
[Bal = [Ugca Bsl < a x |A]" = [A]", da o < |AJ" gilt. Schliefllich setzen wir
B = Jyc) Ba und sind fertig. O

Man beachte, dass wegen 2 < 9B ein Typ von 9B iiber einer Menge C' C A
auch ein Typ von 2 iiber C' und damit in B realisiert ist. Da wir aber lediglich
Parametermengen betrachten, welche Teilmengen des Universums von 2 sind, ist
B noch nicht notwendigerweise k-saturiert. Wir verwenden dieses Resultat nun,
um die Existenz einer s-saturierten (sogar xT-saturierten) Erweiterung zu zeigen.
Zuvor benttigen wir noch eine Definition.

Definition 4.2. Sei « eine Ordinalzahl. Die Kofinalitit cf(a) von « ist die kleinste
Ordinalzahl, so dass eine Abbildung f : c¢f(a) — « existiert, deren Bild in « nicht
beschrénkt ist. (Das heifit fiir alle v € « gibt es ein ¢ € cf(a), so dass f(d) > ~ ist.)
Eine Ordinalzahl o heifit reguldr, falls o Limesordinalzahl ist und cf () = « gilt.

Satz 4.3. Nachfolgerkardinalzahlen sind reguldr.

Beweis. Ubung. O

Satz 4.4. Sei k € Cn™ und sei A eine T-Struktur. Dann gibt es eine elementare
Erweiterung B = A von A der Grifie |B| < |A|", so dass jeder Typ von B iber
einer Menge C C B mit |C| < k in B realisiert sind.

Beweis. Mit Hilfe von Lemma 4.1 lasst sich per Induktion iiber « eine elementare
Kette (Ba)acr+ von 7-Strukturen B, = A mit |B,| < |A|® konstruieren, so dass
alle Typen von B, iiber einer Menge C' C B, mit |C| < k in B,41 realisiert sind.
Dazu wihle man By = 2 und fiir Limesordinale « setze man B, = U6<a Bg.
Man hat dann |B,| < k1 - [A|" < 2% . |A|" = |A|®. Fiir ein beliebiges o < 1 und
konstruiertes B, wihle man schliellich B, gemafl Lemma 4.1. Man hat dann
[Bat1| < [Bal™ < (|A]F)" = [A]"" = [A]".

Haben wir diese Kette konstruiert, so setzen wir B = (J, .+ Bo. Dann ist
|B] < kT - |A|F < 2% .|AJ]F = |A|® und wir wollen nun zeigen, dass B gerade k-
saturiert ist. Sei also C' C B mit |C| < & und sei p € S§(C) ein vollstandiger n-Typ
von B iiber C. Es geniigt nun zu zeigen, dass es ein a < 7 gibt mit C C B,. (Dann
ist ndamlich p nach Konstruktion in 9,41 und wegen B,y1 < B ist p dann auch
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realisiert in 9B.) Sei dazu f : |C| — C eine Bijektion und sei g : C' — k™ definiert
durch g(c) := min{a < kT |c € B,}. Nun ist £+ eine Nachfolgerkardinalzahl, also
ist kT regulir, das heifit cf(kT) = k™. Somit ist x* die kleinste Ordinalzahl X, so
dass es eine Abbildung von X nach k™ gibt, deren Bild in ™ unbeschrinkt ist. Nun
ist go f : |C| — kT eine Abbildung von einer Ordinalzahl nach k™ und es gilt
|C| < k < K. Folglich ist das Bild von g o f in k¥ beschriinkt, das heifit es gibt
ein @ < kT mit go f(B) < a fiir alle 3 < |C|. Da f eine Bijektion ist gilt damit
g(c) < a fiir alle ¢ € C, also ist C' C B,. O

Korollar 4.4. Sei k € Cn™ und sei 2 eine T-Struktur. Dann gibt es eine k™ -
saturierte elementare Erweiterung B = 2 der Grofie |B| < |A|" von 2.

Wir wollen nun die Resultate iiber Saturiertheit, die wir in diesem Abschnitt
bewiesen haben, verwenden, um den Satz von van Benthem zu beweisen. Dieser
besagt, dass das modale Fragment MF von FO genau das bisimulationsinvariante
Fragment von FO ist. Das modale Fragment MF von FO ist dabei die Menge der
pradikatenlogischen Formeln ¢*(x) € FO mit einer freien Variablen, welche durch
die iibliche Ubersetzung ¢ +— ¢*(z) modallogischer Formeln ¢ € ML nach FO
entstehen.

Wir beschrinken uns im Folgenden auf Signaturen 7, die ausschlieflich einstel-
lige und zweistellige Relationssymbole enthalten. Das heifit wenn wir ¢ (x) € FO
schreiben, so meinen wir stets ¢(z) € FO(r) fiir eine Signatur 7 der Form 7 =
{E,|a € AYyU{P;|i € I} fiir gewisse Mengen A und I, wobei E, fiir a € A ein
zweistelliges Relationssymbol ist und P; fiir ¢ € I ein einstelliges Relationssymbol
ist. Mit MF(7) bezeichnen wir entsprechend die Formeln aus dem modalen Frag-
ment MF iiber der Signatur 7. Wir schreiben K = (V,7%) fiir Strukturen iiber
solchen Signaturen 7, welche wir Transitionssysteme oder auch Kripke-Strukturen
nennen.

Fiir ein Transitionssystem K = (V,7%) und einen Knoten v € V schreiben wir
nun Thyr (K, v) = {¢(z) € MF(7) | K |= ¢(v)}. Fiir Transitionssyteme K = (V, 7%)
und K’ = (V',7F) sowie Knoten v € V und v/ € V' schreiben wir wie iiblich
K,v ~ K',v', wenn es eine Bisimulation Z C V x V' zwischen K und K’ gibt,
so dass (v,v") € Z gilt. Ferner schreiben wir IC,v ~, K',v', wenn Thyp(K,v) =
Thyr (K, v") ist, das heiit, wenn IC, v =y, K, o' gilt.

Wir nennen eine Formel ¢(x) € FO(7) wie iiblich bisimulationsinvariant, wenn
fiir alle Transitionssysteme K = (V, 7°) sowie K’ = (V/,7X") und alle Knoten v € V
sowie v/ € V' aus IC,v ~ K',v' folgt, dass K = 1(v) genau dann gilt, wenn auch
K' E (') gilt. Wir wissen, dass jede Formel ¢ (z) € MF bisimulationsinvariant
ist, das heifit, sind K sowie K’ Transitionssysteme und v € V sowie v € V' Knoten,
so dass IC,v ~ K',v gilt, so gilt K,v ~, K',v'. Die Umkehrung gilt hingegen im
Allgemeinen nicht. Fiir die Umkehrung ist es beispielsweise hinreichend von den
Transitionsystemen zu fordern, dass sie endlich verzweigt sind.

Wir wollen nun zeigen, dass die Umkehrung auch gilt, wenn die Transitionssys-
teme beliebig verzweigt sind, solange sie w-saturiert sind. Dies ist ein wesentliches
Hilfsmittel fiir den Beweis des Satzes von van Benthem, wo wir dann die Existenz
von w-saturierten Erweiterungen beliebiger Transitionssysteme ausnutzen werden.
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Satz 4.5. Seien K = (V,75) sowie K = (V',7X") zwei w-saturierte Transitions-
systeme und seien v € V sowie v\ € V' Knoten mit K,v ~, K',v'. Dann gilt

K,vo~K' .

Beweis. Sei Z = {(u,u) | K,u ~, K',u'}. Nach Voraussetzung gilt (v,v") € Z und
wir zeigen nun, dass Z eine Bisimulation ist. Sei also (u,u’) € Z beliebig. Nach
Definition von Z gilt offenbar fiir jede unére Relation P € 7 genau dann K |= Pu,
wenn auch K’ = Pu’ gilt. Wir zeigen, dass die Hin-Eigenschaft fiir Bisimulationen
erfiillt ist, die Her-Eigenschaft zeigt man analog.

Sei also w € V und a € A mit (u,w) € E,. Wir definieren p := {E,u'z} U
Thyr (K, w) und wir wollen zeigen, dass p ein Typ von K’ ist. (Genauer, ein 1-Typ
von K’ iiber {u'}.) Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir jede endliche Teilemenge ®g C
Thyr (K, w) ein w’ € V/ existiert mit K’ = E,u/w’ A A ®o(w’). Nehmen wir an, dies
gilt nicht. Dann gibt es eine endliche Teilmenge ®¢ C Thyp (K, w) mit K' = ¢(u)
mit p(z) := Vy(E,zy — = A\ Po(y)). Nun ist &9 C MF, also A $o(y) € MF und
folglich haben wir ¢(y) € MF. Wegen K, u ~,, K', v gilt damit aber K = ¢(u) und
somit insbesondere K = = A ®g(w), im Widerspruch zu &9 C Thyr (K, w).

Also ist p ein 1-Typ von K iiber {«'} und da K’ nach Voraussetzung w-saturiert
ist, gibt es folglich ein w’ € V' mit K’ = p(w’). Wegen E,u'z € p gilt also (u/,w') €
E! und wegen Thyr (K, w) C p gilt K, w ~, K',w’, das heifit (w,w’) € Z. O

Man beachte, dass wir die w-Saturiertheit von I und K’ nur teilweise ausgenutzt
haben, da wir lediglich Typen iiber einelementigen Mengen betrachtet haben.

Man beachte auflerdem die Ahnlichkeit der Argumentation zum Beweis der ent-
sprechenden Aussage fiir endlich verzweigte Transitionssysteme. Die Bisismulation,
die dort konstruiert wird, ist die gleiche wie im vorigen Beweis. Um dann die Hin-
Eigenschaft (und analog die Her-Eigenschaft) zu beweisen, nimmt man an, dass
zu einem Paar (u,u’) € Z und einem entsprechenden a-Nachfolger w von u (das
heiBt (u,w) € E,) kein w’ existiert mit (v/,w’) € Z. Ist dann w’ ein beliebiger
Nachfolger von u/, so gibt es nach Definition von Z eine modallogische Formel ¢,,/,
so dass K',w' = gy und K, w | —¢,. Ist dann ¢ die Disjunktion dieser endlich
vielen Formeln ¢, so gilt K',u' | [a]e und K,u E —lalp,, im Widerspruch zu
(u,u’) € Z.

Satz 4.6. (van Benthem) Eine Formel )(x) € FO ist genau dann bisimulationsin-
variant, wenn eine Formel p(x) € MF existiert mit ¢ (x) = p(z).

Beweis. Dass jede Formel ¢(x) € MF bisimulationsinvariant ist, wissen wir bereits.
Nehmen wir also an, dass ¢(x) € FO(7) fiir eine Signatur 7 von Transitionssystemen
bisimulationsinvariant ist. Wir definieren ® := {p(z) € MF(7) |¥(x) = ¢(x)}, das
heilt ® ist die Menge der modalen Folgerungen aus 1. Es geniigt nun zu zeigen, dass
® |= ¢(x) gilt. (Nach dem Kompaktheitssatz gibt es dann eine endliche Teilmenge
Oy C @ mit &g | ¥(x) und wir haben ¥ (z) = A ®o.)

Sei also Ky = (Vp, 7%) ein Transitionsystem und vy € Vj ein Knoten, so dass
Ko E ®(vo) gilt. Wir miissen nun zeigen, dass auch Ky = ¢(vg) gilt. Dazu zeigen
wir zunéchst, dass die Menge O := {¢(x)} U Thyr (Ko, vo) erfiillbar ist. Wére ©
unerfiillbar, so gibe es endlich viele Formeln ¥y(z),...,9,-1(z) € Thyr(Ko,v)
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mit Y(z) E =(Yo(x) A ... A Ip_1(x)). Also wire nach Definition von & gerade
—(Fo(z)A.. . AOp_1(x)) € ®. Damit hitten wir o = =(Jo(vo)A.. . AVp_1(vp)) nach
Wahl von K, im Widerspruch zu 9g(z), ..., Un—1(z) € Thyr (Ko, vo). Folglich gibt
es ein Transitionssystem K1 = (V7 TKl) und einen Knoten v; € Vi mit K1 = ©(v1).

Seien nun IC(J)r = Ko und ICIr = K1 zwei w-saturierte Erweiterungen von Kg
beziehungsweise 1. Dann gilt Thyr (K, v0) = Thyr(Ko,ve) = Thyr(Ki,v1) =
ThMF(ICf,Ul), also folgt nach Satz 4.5 Kf,vl ~ IC(J)F,U(). Da K1 < le und Ky
¥(v1) gilt, folgt weiter K = 1 (v1). Nun ist ¢(z) nach Voraussetzung bisimulations-
invariant und also haben wir g | ¢ (vp). Wegen Ko < K folgt damit schlieBlich

Ko | (vo). O

Der Satz von van Benthem besagt, dass MF gerade das bisimulationsinvariante
Fragment von FO ist. Der Satz von Rosen, den wir hier nicht beweisen, besagt ferner,
dass dies auch auf endlichen Strukturen gilt. Das heifit, die Aussage des Satzes
gilt weiterhin, wenn man alle betrachteten Strukturklassen auf endliche Strukturen
eingeschriankt. Eine Formel () ist in diesem Kontext somit bisimulationsinvariant,
wenn fiir alle endlichen Transitionssysteme K sowie K’ und alle v € V sowie v/ € V’
aus K,v ~ K’ o' folgt, dass K = ¢(v) genau dann gilt, wenn K’ = ¢ (v') gilt. Eine
Formel ¢ (z) € FO ist logisch dquivalent zu einer Formel ¢(x) € FO, wenn fiir alle
endlichen Strukturen 2 und alle a € A genau dann 2 = ¢(a) gilt, wenn A = ¢p(a)
gilt. Solche Aussagen sind Gegenstand der endlichen Modelltheorie.

Nun kann man natiirlich auch fiir andere Logiken fragen, ob es eine natiirli-
che Charakterisierung des bisimulationsinvarianten Fragments dieser Logik gibt. So
hat sich herausgestellt, dass das bisimulationsinvariante Fragment der monadischen
Logik zweiter Stufe MSO gerade der u-Kalkiil L, ist, den wir spdter behandeln
werden. Ferner gibt es eine solche Charakterisierung fiir die monadische Pfadlogik
zweiter Stufe MPL, das heiflt diejenige Einschrinkung von MSO, bei welcher die
Quantoren zweiter Stufe 3X¢ beziehungsweise VX ¢ nur iiber solche Mengen X
quantifizieren, die Pfade im Graphen sind. Man kann zeigen, dass die Logik CTL*
gerade das bisimulationsinvariante Fragment von MPL ist.
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5 Infinitidre Logik und Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele

Wir kennen einige fundamentale Schwéichen in der Ausdrucksstérke der Priadikaten-
logik erster Stufe, insbesondere das Fehlen eines Rekursionsmechanismus. Dies fiithrt
zum Beispiel dazu, dass Erreichbarkeit in Graphen nicht ausdriickbar ist. Auch ist
Endlichkeit in der Priadikatenlogik erster Stufe nicht ausdriickbar, Unendlichkeit
ist nur durch unendliche Formelmengen ausdriickbar. Daher sucht man nach Er-
weiterungen der Logik erster Stufe, welche ausdrucksstirker sind. Die natiirlichste
Erweiterung ist die Logik zweiter Stufe, in der man nicht nur {iber Elemente des
Universums, sondern iiber beliebige Relationen quantifizieren kann. Allerdings ist
diese Erweiterung modelltheoretisch nicht mehr handhabbar, das heifit es gelten
kaum noch starke Resultate in der Art des Kompaktheitssatzes oder des Satzes von
Lowenheim-Skolem.

Auch sind Erweiterungen der Logik erster Stufe in algorithmischer Hinsicht be-
denklich, da das Erfiillbarkeitsproblem bereits fiir die volle Logik erster Stufe un-
entscheidbar ist. Daher betrachtet man oft auch Erweiterungen von Einschrankun-
gen der Logik erster Stufe, wie etwa den modalen p-Kalkiil. Fixpunktlogiken ganz
allgemein sind eine fundamentale und elegante Methode, um einen Rekursionsme-
chanismus zu einer Logik hinzuzufiigen.

Auch kann man statt zur vollen Logik zweiter Stufe zur monadischen Logik
zweiter Stufe {ibergehen. Wir wollen uns hier eine andere, ebenfalls sehr natiirli-
che Erweiterung der Logik erster Stufe ansehen, namlich die infinitére Logik. Man
kann hierbei Konjunktionen und Disjunktionen auch iiber unendliche Formelmen-
gen bilden. Diese Logik ist in zweierlei Hinsicht interessant. Zum einen gilt der
absteigende Satz von Lowenheim-Skolem auch fiir diese Logik, das heiffit es stehen
gewisse modelltheoretische Werkzeuge zur Verfiigung. (Wie wir sehen werden, trifft
dies auf den Kompaktheitssatz und den aufsteigenden Satz von Léwenheim-Skolem
allerdings nicht zu.) Und zweitens, und dies wird der wesentliche Aspekt in diesem
Abschnitt sein, lisst sich elementare Aquivalenz von Strukturen beziiglich Formeln
der infinitdren Logik auf natiirliche Art und Weise durch eine infinitdre Variante der
Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele charakterisieren. Wir werden diese Methode verwenden
um zu zeigen, dass die Klasse WO aller {<}-Strukturen mit bindrem Relations-
symbol <, so dass die entsprechende Relation eine Wohlordnung ist, nicht in der
infinitdren Logik axiomatisierbar ist.

Definition 5.1. Sei k € Cn™ eine unendliche Kardinalzahl und sei 7 eine Signatur.
Die infinitire Logik Ly, (7) ist induktiv wie folgt definiert.

e Jede atomare Formel in FO(7) ist in Ly, (7).
e Ist p € Ly,(7), so sind —p, Jxp, Vop € Ly, (7).
e Ist ® C L, (7) eine Formelmenge mit |®| < &, so sind \/ &, A ® € Ly, (7).

Wir schreiben aulerdem Loy, (7) = U,.ccne Lirw(T)-

Man beachte, dass der zweite Parameter w als Index unserer Logiken stets fixiert
ist. Dies zeigt an, dass wir lediglich endliche Folgen von Quantoren zulassen. Im
Allgemeinen kann man natiirlich auch diesen zweiten Parameter variieren, das heif3t,
beliebig lange Folgen von Quantoren erlauben. (Das heifit die Logik L,y erlaubt
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auch die Bildungsgesetze 3T¢ und VT fiir eine Formel ¢, wenn T ein Tupel von
Variablen der Linge hochstens A ist.) Diese Variante der infinitdren Logiken werden
wir hier zwar nicht betrachten, wir behalten aber die iibliche Bezeichnung L, bei.

Die Logik L, (7) ist nun gerade die Logik FO(7) erster Stufe. Die Logik Ly, . (7)
in der Disjunktionen und Konjunktionen {iber abzidhlbare Formelmengen gebildet
werden konnen bezeichnen wir mit wa.1

Die Semantik der infinitdren Logik ist auf die offensichtliche Art und Weise
definiert: Es seien k € Cn™ eine unendliche Kardinalzahl, 7 eine Signatur, 2 eine
7-Struktur, ® C L, (7) eine Formelmenge der Méchtigkeit |®| < x und @ C A eine
Belegung fiir die hochstens « vielen freien Variablen die in ¢ vorkommen. Dann ist
die Semantik von A ® und \/ ® wie folgt festgelegt.

e A al= AP genau dann, wenn 2, @ = ¢ fiir alle p € .
e 2 a =\ ® genau dann, wenn es ein ¢ € ¢ gibt mit A, @ = ¢.

In allen anderen Féllen stimmt die Semantik der infinitdren Logik mit der Semantik
der Logik erster Stufe {iberein.

Wir wollen uns nun zun#chst zwei Beispiele fiir die Ausdrucksstirke der infi-
nitdren Logik ansehen. Anschlieend beweisen wir, dass der Kompaktheitssatz und
der aufsteigende Satz von Lowenheim-Skolem fiir die infinitére Logik nicht gelten,
wohingegen der absteigende Satz von Lowenheim-Skolem weiter gilt.

Zunéchst kénnen wir Endlichkeit ausdriicken. Wir definieren dazu fiir n < w
wie {iblich den Satz ¢>, = J21... 3xn \j<jcj<, (7 # ;) und wir setzen pgy =
V{=¢>n|n <w} € Ly, ,. Dann gilt fiir jede Struktur A genau dann A = g,, wenn
2 endlich ist.

Betrachten wir nun eine 7-Struktur 2 sowie eine Teilmenge B C A mit |B| < k
fiir ein k € Cn®. Ist dann p(7) € Sy (B) mit |Z| = n ein vollstandiger n-Typ von A
tiber B fiir ein n < w, so ist p(T) := A\ p € Ly, und fiir alle @ € A" gilt genau dann
2 = (@), wenn tpy(a/B) = p ist. Das heifit wir konnen alle Tupel von Elementen,
die wir durch einen Typ beschreiben kénnen, durch eine Formel in der infinitdren
Logik definieren.

Bemerkung 5.1. Es gibt eine unendliche unerfiillbare Formelmenge ® C Ly, (1),
so dass jede endliche Teilmenge von © erfillbar ist.

Beweis. Setze ® := {pgan} U {p>n|n < w}. O

Damit haben wir gezeigt, dass der Kompaktheitssatz fiir L, nicht gilt. Wir
wollen nun zeigen, dass auch der aufsteigende Satz von Lowenheim-Skolem fiir L,
nicht gilt. Wir betrachten dazu die beiden ersten Peano-Axiome p; := Vz(Sz # 0)
und py := VaVy(Sz = Sy — = = y) sowie die Formelmenge ® = {¢,,(z) | n < w} mit
on(x) = (S™(0) = z) fiir n < w. Da ® abzéhlbar ist, ist ¢ := Va'\/ ® eine Formel der
Logik L, ,(0,S) und also ist p; A pa A ¢ ebenfalls eine Formel der Logik L, (0, S).
Man kann sich nun leicht {iberlegen, dass fiir eine {0, S}-Struktur 2 = (A, 0%, %)
genau dann 2 |= ¢ gilt, wenn A = (N, 0, 5) ist. (Der gesuchte Isomorphismus bildet

! Allgemein schreibt man gelegentlich w,, anstelle von X, wir verwenden dies aber nur in diesem
Kontext.
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0 auf 0% und n auf (S*)"(0%) ab. Diese Funktion erfiillt per Definition die (starke)
Homomorphie-Eigenschaft, ist wegen 2 = p1 A p2 injektiv und wegen 2 = ¢ auch
surjektiv.) Wir kénnen also die Struktur (N,0,S) in der infinitéren Logik bis auf
Isomorphie charakterisieren.

Bemerkung 5.2. FEs gibt einen Satz ¢ € L, ,,(0,5), der ein unendliches Modell
besitzt, so dass jedes Modell von ¢ abzdhlbar ist.

Wir kommen nun zu der Feststellung, dass der absteigende Satz von Lowenheim-
Skolem nichtsdestoweniger auch fiir die infinitdre Logik L, fiir jedes k € Cn®
Giiltigkeit besitzt. Dabei miissen wir natiirlich die Kardinalitéit, welche durch &
bereits vorgegeben ist beriicksichtigen. Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir
noch einige Vorbereitungen.

Definition 5.2. Die Menge der Teilformeln Sub(p) einer Formel ¢ € Lo, ist
induktiv wie folgt definiert.

e Sub(p) = {p}, wenn ¢ atomar ist.
e Sub(p) = {¢} USub(), falls ¢ € {—t), Jx1p,Varp}.
e Sub(p) = {p} UU{Sub(¢) ¢ € @}, falls p € {\ @,V @}

Die Menge Frei(p) der freien Variablen einer Formel ¢ € Lo, ist vollkommen
analog induktiv iiber den Aufbau von ¢ definiert.

Bemerkung 5.3. Fir alle ¢ € Ly, gelten folgende Aussagen.

(1) | Sub(p)| < &.
(2) Ist |Frei(¢)| < w, so ist | Frei(y)| < w fir alle ¢ € Sub(yp).

Beweis. Induktion iiber den Formelaufbau. O

Satz 5.1. (Lowenheim-Skolem) Es sei T eine Signatur, k € Cn> mit k > |7| und
¢ € L.+,(7) ein Satz. Dann gibt es zu jedem Modell B |= ¢ von ¢ eine Substruktur
A CWB mit |[A] <k und A = .

Beweis. Nach Bemerkung 5.3 gilt zunéchst |Sub(p)| < k sowie | Frei(y)| < w fiir
alle 1» € Sub(y). Wir definieren nun induktiv eine Folge (A, )n<, von Mengen
A, C B mit |A,| < k wie folgt. Zunichst sei Ay := (@) Da |7| < & ist, gilt
|Ap| < k. Sei nun n < w und sei A, konstruiert. Wir wéhlen fiir jede Teilformel
(1, ..., T8, 2) € Sub(p) von ¢ und jedes Tupel @ € A¥, so dass B = Jzi(a, r) gilt,
ein Element b € B mit B |=1(a,b). Es sei nun X die Menge aller dieser gewéhlten
Elemente b und es sei A,,+1 := (4,UX ). Nach Induktionsvoraussetzung gilt | 4,| <
x und ferner gilt | Sub(p)| < &, also ist | X| < k und folglich |4, U X| < k. Ferner
gilt |7| < k, also ist auch |A,41]| < k. SchlieBlich setzen wir A := (J{4, |n < w}.
Da |A,| < k gilt fir alle n < w, ist auch |A| < k. Ferner ist jedes A,, Universum
einer Substruktur von B, also ist auch A Universum einer Substruktur 2 von 8.
Es bleibt nun zu zeigen, dass 2 |= ¢ gilt. Dazu zeigen wir per Induktion iiber den
Aufbau von 1, dass fiir alle ¥ (x1,...,2,) € Sub(p) und alle @ € A™ genau dann
A = Y(a) gilt, wenn auch B = ¥ (a) gilt. Ist ¢ atomar, so folgt die Behauptung
unmittelbar aus A C B. Ist v = )’ fiir ein ¢’ € Sub(yp) oder v € {\/ @, A\ ¢}
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fiir eine Menge ® C Sub(p), so folgt die Behauptung unmittelbar aus der Indukti-
onsvoraussetzung. Es bleibt also der Fall, dass ¢ = 3z (x1, ..., 2y, x) ist fiir ein
Y’ € Sub(yp). Seinuna = (ay,...,a,) € A" und gelte zunichst A = ¢ (a). Dann gibt
es ein a € A mit A = 9/(@, a) und nach Induktionsvoraussetzung folgt B = ¢'(a, a)
also inbesondere B = Az’ (@, x) = 1(a). Gelte nun umgekehrt B = (@), das heifit
B = Tz (@, x). Ist dann m < w mit @ C A,,, so gibt es nach Definition von A,,1
ein b € A,11 C A mit B | ¢/(a,b). Nach Induktionsvoraussetzung folgt hieraus
2 = ¢'(@,b) und damit insbesondere A = Iz’ (a, ) = ) (a). O

Wir gehen also vom Erzeugnis Ag der leeren Menge in 8 aus und schlieflen suk-
zessive Ag gegen alle Existenzforderungen in Teilausdriicken von ¢ ab. Das Ergebnis
A kann man als eine Art Erzeugnis (p)m von ¢ in B ansehen. Man beachte, dass
wir lediglich eine abzahlbare Folge A,, n < w von Mengen definieren miissen, da in
jeder Teilformel von ¢ nur endlich viele Variablen frei vorkommen.

Definition 5.3. Der Quantorenrang qr(¢) € On einer Formel ¢ € Ly, ist induktiv
wie folgt definiert.

qr(¢)) = 0, falls 1) atomar ist.
qr(—) = qr().
qr(Jzyp) = qr(Vey) = qr(y) + 1.
qr(\/ ®) = qr(A\ @) = sup{ar(y) | ¢ € P}.

So haben wir beispielsweise qr(¢gn) = w. Mit Quantorenrang w + 1 kénnen
wir in L, (<) ausdriicken, dass jedes Element in einer Ordnung nur endlich viele
Vorgénger hat. Wie man leicht sieht, kann man némlich eine Formel p(z) € Ly, (<)
mit einer freien Variablen z und Quantorenrang w angeben, die besagt, dass x
beziiglich < nur endlich viele Vorgéinger hat. Damit ist Vze(x) eine Formel vom
Quantorenrang w + 1, die besagt, dass jedes Element nur endlich viele Vorgénger
beziiglich < hat.

Definition 5.4. Es seien 2 und B zwei 7-Strukturen fiir eine Signatur 7 und « sei
eine Ordinalzahl. Wir schreiben 20 =, 98, wenn fiir alle infinitiren Sitze ¢ € Looy(T)
mit qr(p) < a genau dann A = ¢ gilt, wenn auch B | ¢ gilt.

Definition 5.5. Sei 7 eine relationale Signatur und 2 sowie 9B seien 7-Strukturen.
Ein lokaler Isomorphismus von 2 nach B ist eine Abbildung p : Def(p) C A — B, so
dass p : (Def(p))y — (Bild(p))ss ein Isomorphismus ist. Mit Loc(2(,B) bezeichnen
wir die Menge aller lokalen Isomorphismen von 2l nach ‘B.

Man beachte, dass (Def(p))g gerade Def(p) als Univserum hat und (Bild(p))xs
entsprechend Bild(p) als Universum hat, da 7 als relational angenommen wurde.
Insbesondere ist ) € Loc(2,B). Wir verwenden fiir lokale Isomorphismen héufig
auch die Schreibweise p : @ — b oder p = {(ag, bo), - - -, (@n,bn)}-

Das Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel. Es sei 7 eine relationale Signatur, 2 sowie B
seien 7-Strukturen und o € On sei eine Ordinalzahl. Das Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel
Go(2,B) wird von zwei Spielern, dem Herausforderer (I) und der Duplikatorin (II)
nach folgenden Regeln gespielt.
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e Eine Position ist ein Tupel (3,2,a,B,b) mit # < a, @ € A, b C B und
fal = [Bl.

e Die Startposition ist (a, A, 0,8, ().

e Ist das Spiel in einer Position (3,2, @, B, b), so wihlt I ein v < 3 sowie ein ¢ €
A oder ein d € B. Daraufhin antwortet II mit einem d € B oder einem ¢ € A
in der jeweils anderen Struktur. Die neue Position ist dann (v, %2, ac, B, bd).

e Wird eine Position (3,2, @, B,b) erreicht, so dass @ — b ¢ Loc(2A, B) ist, so
ist die Partie beendet und I hat gewonnen.

e Andernfalls endet das Spiel in einer Position (0,2, a,B,b) mit @ — b €
Loc(2(,B) und II hat gewonnen.

Wir sagen, I (beziehungsweise II) gewinnt G, (2, B), wenn I (beziehungsweise II)
eine Gewinntstratgie fiir G, (2(,B) (von der Startposition aus) hat.

Das Spiel Goo (2, B) wird wie G (2, B) gespielt, wobei die erste Komponente
weggelassen wird und Partien unendlich lange dauern kénnen. Unendliche Partien
sind von II gewonnen.

Man beachte, dass die Spielgraphen sowohl von G (2, B) fiir « € On als auch
von G (2, B) azyklisch sind. Dabei gibt es in dem Spielgraphen von G, (2, B) fiir
jedes o € On beliebig lange Pfade, jedoch keinen unendlichen Pfad. (Man beach-
te, dass dieser Graph fiir unendliche a unendlich verzeigt ist.) Im Spielbaum von
Goo(2,B) gibt es hingegen nach Definition auch unendliche Pfade.

Das Spiel G, (2, B) entspricht also gerade dem iiblichen Ehrenfeucht-Fraissé-
Spiel fiir die Logik erster Stufe, in dem der Herausforderer eine natiirliche Zahl
m < w wihlt, woraufhin das Spiel G,,(2,B) genau m Ziige lang gespielt wird.
Hingegen bietet bereits das Spiel G, +1(2,B) dem Herausforderer eine fundamen-
tal neue Moglichkeit. Er kann sein erstes Element wéhlen und dann in Abhdngig-
keit der ersten Antwort der Duplikatorin eine endliche Zahl m von Ziigen wéhlen,
die daraufhin gespielt werden. So gewinnt zum Beispiel die Duplikatorin das Spiel
G, B) = G,(AU,B) mit A = (N, <) und B = (N x {0} UZ x {1}, <), das heifit
Th(2A) = Th(B). Das Spiel G,4+1(,B) gewinnt hingegen der Herausforderer.

Bemerkung 5.4. Ist o € On ein Limesordinal, so gewinnt II das Spiel G, (2, B)
genau dann, wenn II fir alle § < « das Spiel Gg(A,B) gewinnt.

Man beachte, dass aus den vorangegangen Uberlegungen hervorgeht, dass diese
Aussage im Allgemeinen tatsédchlich nur fiir Limesordinale gilt, nicht aber fiir Nach-
folgerordinale.

Hin-und Her-Systeme. Es sei 7 eine relationale Signatur, 2 sowie B seien 7-
Strukturen, I C Loc(,B) sei eine Menge von partiellen Isomorphismen von 24
nach B und es sei p € Loc(, B).

(a) Der partielle Isomorphismus p hat die Hin- und Her- Eigenschaft (HHE)
beziiglich I, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

— Hin: Fiir alle a € A gibt es ein b € B, so dass pU {(a,b)} € I.
— Her: Fiir alle b € B gibt es ein a € A, so dass pU{(a,b)} € I.
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(b) Das Hin-und Her-System (I, (2, B))acon fiir 2 und B besteht aus den Mengen
I,(2A,B) C Loc(2A,B), welche wie folgt definiert sind.

— 1p(2A,B) := {p € Loc(A,B) | p ist endlich }.
— Ioy1 :={p € I,(A,B) | p hat die HHE beziiglich I,(2,B) } fir o € On.
— Iy :=(Nper La(2,B) fiir Limesordinale .

Die Mengen I, (2, B) formen also eine absteigende Mengenfolge Io(2(,B) D I (2, B)
D...2I1,(A,B) D I+1(A,B) D ... Somit gibt es ein o < |Ip(2A, B)| mit 1,41 (A, B)
= I,(A,B), wobei |Ip(2A,B)| < max{|A|, |B|,w} gilt. Dieses I,(2,B) bezeichnen
wir mit oo (A, B).

Bemerkung 5.5. Ist p € I,(A,B) und q C p, so gilt auch q € I,(A,B).

Man kann diese Bemerkung sehr leicht per Induktion nach a beweisen. Insbe-
sondere haben wir damit natiirlich fiir jedes o € On, dass I, (2, B) # () genau dann
gilt, wenn () € I, (2, B) ist.

Definition 5.6. Es sei 7 eine relationale Signatur, 2 sowie B seien 7-Strukturen
und « € On sei eine Ordinalzahl.

(1) Wir schreiben 2A 22, B, wenn I, (2, B) # ) ist.
(2) Wir schreiben 2 2, B, wenn I (2, B) # 0 ist.

Wir wollen uns nun zwei einfache Beispiele ansehen. Zunéchst sei 2 = (Z, <)
und B = (Q, <). Eine Abbildung p : @ — b endlicher Tupel @ C A und b C B ist
natiirlich genau dann ein partieller Isomorphismus, wenn p ordnungserhaltend ist,
das heiBt In(2,B) = {a+— b| a; < ay < b; < by, fiir alle i, k }. Nun betrachten wir
eine beliebige solche Abbildung p : @ +— b € I(2, B). Dann hat p trivialerweise die
Hin-Eigenschaft, da 9B eine dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte ist. Hingegen
hat p nur dann die Her-Eigenschaft, wenn fiir je zwei Elemente a;, ap € @ ein Element
a € A existiert mit a; < a < ay, da fiir je zwei Elemente aus b ein solches Element
stets existiert. Also ist I1(%4,B) = {@ — b| |a; — ax| > 2 fiir alle i # k }. Nun
betrachten wir wiederum eine beliebige solche Abbildung p : @ — b € I1(2,B). In
diesem Fall hat nun p trivialerweise die Her-Eigenschaft, da man zu einem endlichen
Tupel @ € A mit |a; — ax| > 2 fiir alle i # k stets ein a € A finden kann mit
|a —a;| > 2 fiir alle i. Hingegen hat p nicht mehr die Hin-Eigenschaft, falls @ # () ist.
Ist ndmlich a; € @ beliebig, so kann man trivialerweise b € B nicht derart wéhlen,
dass pU{(a;+1,b)} € I1(2A,B) gilt. Also ist I2(2,B) = {0} und somit I3(A, B) = 0.
Damit gilt 2 =9 B und 2 %3 B.

Nun sei A = (R, <) und B = (Q, <). Ip(2, B) ist wiederum die Menge aller ord-
nungserhaltenden Abbildungen zwischen endlichen Tupeln gleicher Lénge aus 2 und
8. Da nun allerdings 2 in diesem Fall auch eine dichte lineare Ordnung ohne End-
punkte ist, sieht man unmittelbar, dass jedes p € Iy(2, B) die Hin-Eigenschaft sowie
die Her-Eigenschaft beziiglich Io(2,B) hat, das heifit es gilt [;(A,B) = IH(,B)
und somit I (A, B) = Io(A,B). Folglich haben wir A =, B.

Bemerkung 5.6. Ist 7 eine relationale Signatur und sind A sowie B T-Strukturen,
so gilt A = B genau dann, wenn eine nichtleere Menge I C Loc(2A,B) existiert,
so dass jedes p € I die HHE beziiglich I hat.
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Beweis. Gilt A =, B, so hat I := (A, B) offensichtlich die geforderten Ei-
genschaften. Existiert nun umgekehrt eine solche Menge, so setzen wir J := {p €
Ip(A,B)| p C q fiir ein ¢ € I }. (Man beachte, dass die lokalen Isomorphismen
in I nicht notwendigerweise endlich sind.) Dann ist J # 0 und J C Iy(2,B)
und jedes p € J hat die HHE beziiglich J und somit beziiglich jeder Menge
J C K C Loc(2A,B). Also ist J C I,(A,B) fiir alle « € On und also haben
wir 0 # J C 1o (A, B). O

Bemerkung 5.7. Sei 1 eine relationale Signatur, A sowie B 7-Strukturen, so dass
A und B abzidhlbar sind und gelte A =, B. Dann gilt A = B.

Beweis. Wir betrachten Aufzihlungen (a,)n<, von A sowie (by)p<w von B und
konstruieren eine Kette (p,)n<, von partiellen Isomorphismen p,, € I (2, B) per
Induktion iiber n wie folgt. Zunéchst setzen wir pg := 0 € I (2, B). Nun sei n < w,
so dass p, € I(2,B) bereits konstruiert ist. Dann hat p,, die Hin-Eigenschaft
beziiglich Io(2(,B), also existiert ein b € B, so dass p, U {(an,0)} € Io(A,B).
Ferner hat p,, die Her-Eigenschaft beziiglich I.(2, %), also existiert ein a € A,
so dass pp+1 = pp U {(an,b)} U{(a,by)} € Ix(A,B) ist. Fiir alle n < w gilt
nun {aog,...,an—1} C Def(p,) und {bo,...,b,—1} C Bild(p,). Setzen wir nun p :=
Un<w Pn» s0 ist damit offensichtlich p ein Isomorphismus zwischen 2 und 8. O

Man beachte, dass es hier nicht geniigt, lediglich zu fordern, dass eines der
Universen abzéhlbar ist. So gilt zum Beispiel (Q, <) = (R, <), aber aus Méchtig-
keitsgriinden sind die beiden Strukturen nicht isomorph.

Wir wollen nun auf die Charakterisierung der Aquivalenzrelationen =, bezie-
hungsweise =,, durch die Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele G, beziehungsweise G, und
die Relationen &, beziehunsgweise =, hinarbeiten. Dazu kldren wir zunéchst den
Zusammenhang zwischen den Spielen G, und den Relationen &,.

Bemerkung 5.8. Seien 7 eine relationale Signatur, A sowie B 7-Strukturen, und
seten a C Aisowie b C B endliche Tupel gleicher Linge. Dann gewinnt II das Spiel
Go(,a,B,b) genau dann, wenn @ — b € I, (A, B).

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach a. Zunichst gewinnt II
das Spiel Go(2,B) per Definition genau dann, wenn @ +— b € Loc(%,B) ist, was
wegen der Endlichkeit von @ und b Aquivalent ist zu @ +— b € Io(2A,B). Nun sei
«a € On beliebig. Nehmen wir zunéchst an, dass fiir alle ¢ € A ein d € B existiert,
so dass IT das Spiel G (%, ac, B, bd) gewinnt und fiir alle d € B ein ¢ € A existiert,
so dass II das Spiel G4 (2, ac,B,bd) gewinnt. Man bemerke nun, dass wenn II ein
Spiel G (%, ac, B, bd), gewinnt, dann offenbar auch alle Spiele G3(2, ac, B, bd) mit
8 < «a. Somit haben wir in diesem Fall, dass unabhéngig des Zuges den I macht, I1
eine Antwort auf diesen Zug hat, so dass II von der nachfolgenden Position wieder
eine Gewinnstrategie hat. Also hat II eine Gewinntstrategie fiir G, 1(,@,B,b).
Gewinnt umgekehrt IT das Spiel Go1(,@,B,b), so muss II gerade auf jeden Zug
von I eine Antwort haben, so dass II von der nachfolgenden Position wieder eine
Gewinnstrategie hat. Also muss fiir alle ¢ € A ein d € B existieren, so dass 1l das
Spiel G4 (%, ac, B, bd) gewinnt und fiir alle d € B muss ein ¢ € A existieren, so dass
IT das Spiel G (2, ac, B, bd) gewinnt.
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Nach Induktionsvoraussetzung bedeutet dies nun gerade, dass fiir alle ¢ € A
ein d € B existiert, so dass ac — bd € I,(,B) ist und fiir alle d € B ein ¢ € A
existiert, so dass ac — bd € I,(2,B) ist. Nach Bemerkung 5.5 ist das wiederum
dquivalent dazu, dass @ — b € I,(A,B) ist und ferner @ — b die HHE beziiglich
I,(2,8) hat. Dies ist nach Definition von I,41(2(,8) genau dann der Fall, wenn
G b e I 1(™A,DB) ist.

Ist nun schlieflich a ein Limesordinal, so gewinnt II nach Bemerkung 5.4 das
Spiel G4 (2, a,B,b) genau dann, wenn II fiir alle 3 < « das Spiel G(2,a,B,b)
gewinnt. Dies ist nach Induktionsvoraussetzung #quivalent dazu, dass @ — b €
I5(2,B) fiir alle § < « gilt. Das bedeutet nach Definition von I,(2,B) nun aber
gerade @ — b € I, (A, B). O

Wihlt man nun speziell @ = b = (), so gewinnt also I das Spiel G, (2, B) genau
dann, wenn () € I, (2, B) ist, das heifit, wenn 2 =, B gilt.

Satz 5.2. Seien T eine relationale Signatur, 2 eine T-Struktur, @ € A™ fir ein
n <w und a € On. Dann gibt es eine Formel ¥y ;(T) € Loow (1) mit qr(vg,) = «,
so dass fiir alle T-Strukturen B und alle b € B" genau dann B = lea( ) gilt, wenn
G be (A, B) ist.

Beweis. Wir konstruieren die gesuchten Formeln per Induktion iiber a. Fiir « = 0
sei 1/1&6 := A\ ®, wobei ® die Menge aller atomaren und negiert atomaren Formeln

©(7) mit A = ¢(a) sei. Dann ist qr(wga) =0und B = wma( ) gilt genau dann,

wenn (2,@) und (B, b) die gleichen atomaren und negiert atomaren Sétze erfiillen,
das heifit genau dann, wenn @ +— b € (2, B) ist.
Nun sei @ € On beliebig und fiir 8 < « seien die gesuchten Formeln bereits

konstruiert. Sei @Z}O‘“( ) = Nga. (@ y) e € A Ay V{vgq.(Z,y)[c € A}
Dann ist zunéchst qr(waﬂ) = a + 1. Ist nun B eine beliebige 7-Struktur und
be A" so gilt B = 1/1°‘+1( ) genau dann, wenn fiir alle ¢ € A ein d € B existiert
mit B |= w%ac(bd) und fiir alle d € B ein ¢ € A existiert mit B = ¢gl,ac(5d)' Dies
ist nach Induktionsvoraussetzung #dquivalent dazu, dass fiir alle ¢ € A ein d € B
existiert, so dass ac — bd € I,(2,%B) und fiir alle d € B ein ¢ € A existiert
mit ac — bd € I,(2A,B). Nach Definition von I,4+1(2,B) bedeutet dies gerade
a—bel,1(2UB).

Ist schlieBlich « ein Limesordinal und sind fiir # < « die gesuchten Formeln
bereits konstruiert, so setzen wir g ;(¥) := A{(bg(a(f) | 3 < a}. Dann ist zunéchst
qr(wgla) = sup{qr(wgla) |5 < a} =sup{f|f < a} = a. Ist nun B eine 7-Struktur
und b € B, so gilt B | ¢21a( ) genau dann, wenn ‘B = @Z)m (b) fiir alle 3 < «a,

das heiit @ — b € I5(, B) fiir alle 3 < a was nach Definition von I, (2, B) gerade
Aquivalent ist zu @ — b € I, (2, B). O

Bemerkung 5.9. FEs sei 7 eine endliche relationale Signatur, a < w eine endliche
Ordinalzahl sowie n < w. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Ist A eine T-Struktur und @ € A", so ist g 4(%) € FO(7).
(2) Die Menge {4 5(T) | ™A 7-Struktur, @ € A™ } ist endlich.
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Beweis. Da 7 endlich und relational ist, gibt es fiir jedes n < w nur endlich viele
atomare Formeln ¢(z1,...,2,) € FO(7) mit hochstens n freien Variablen. Somit
ist w%ﬁ@) € FO(7) und es gibt nur endliche viele Formeln dieser Art. (Jede dieser
Formeln ist die Konjunktion iiber eine Teilmenge einer festen, endlichen Menge.) Ist
nun ferner die Menge {5 ;()| & 7-Struktur, @ € A" } fiir ein o < w endlich, so

sieht man anhand der Definition von 1/)3[7%1 (T), dass ¢g(’+al (Z) € FO(7) gilt und auch

die Menge {15! ()| A 7-Struktur, @ € A" } wiederum endlich ist. (Jede Formel
dieser Art wird aus Formeln einer festen endlichen Menge gebildet.) Damit folgen
(1) und (2) per Induktion iiber c. O

Satz 5.3. Secien T eine relationale Signatur, A und B zwei T-Strukturen, a € A"
sowie b € B™ fiir ein n < w und sei « € On. Wenn es eine Formel 1(T) € Loow(T)
gibt mit qr(v)) < «, so dass A = (@) und B = (), so gewinnt I das Spiel
Go(A,a,B,Db).

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion {iber den Aufbau von 1. Dabei
sei 1 0.B.d.A. in Negationsnormalform. Ist zunéchst ¢ atomar oder negiert atomar,
so ist wegen 2 |= (@) und B = -1 (b) gerade @ — b ¢ Loc(A, B) = Ip(2A,B), also
gewinnt I nach Bemerkung 5.8 das Spiel Go(2, @, B, b).

Sei nun ¢(z) = A @ fiir eine Menge ® C Lo (7), so dass alle Formeln () € ®
die Behauptung bereits erfiillen. Dann gibt es wegen 2 |= (@) und B = —¢)(b) eine
Formel p(T) € ® mit A = ¢(@) und B = —p(b). Nach Induktionsvoraussetzung
gewinnt also I das Spiel Gg(,) (2, @, B,b) und wegen qr(p) < a gewinnt damit I
auch Go(2A,@,B,b). Ist (T) = \/ ® fiir eine Menge ® C Lo, (7), so zeigt man die
Behauptung analog.

Nun sei (%) = Jye(Z,y) fir ein ¢ € Loy, welches die Behauptung bereits
erfiillt. Wegen 2 |= (@) gibt es ein ¢ € A, so dass A = ¢(a,c) und wegen B =
—(b) gilt B = —p(b,d) fiir alle d € B.. Sei nun 3 = qr(¢) < a. Dann wihlt
I gerade 8 und c. Nach Induktionsvoraussetzung gewinnt nun I fiir jede Antwort
d € B von II das Spiel G(,ac, B,bd), also gewinnt I das Spiel G (2, @,B,b). Ist
Y(T) = Yyp(T,y) fir ein ¢ € Loow, so wihlt I vollig analog 5 = qr(y) sowie ein
d € B mit B |= —p(b,d). O

Korollar 5.1. Sei 7 eine relationale Signatur, A, B 7-Strukturen sowie o € On
eine Ordinalzahl. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) A=, B.
(2) A=, B.
(3) II gewinnt G (2, *B).

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass (2) und (3) dquivalent sind. Gilt nun ferner
A #, B, so gibt es einen Satz ¢ € Lyoo(T) mit qr(y) = a, so dass A = ¢ und
B = - gilt. Nach Satz 5.3 gewinnt damit I das Spiel G, (2, B). Folglich impliziert
Aussage (3) Aussage (1). Gelte nun schlielich (1) und sei 1§ € Loo, (7) geméB Satz
5.2 ein Satz mit qr(tg) = «, so dass fiir alle 7-Strukturen € genau dann € |= g gilt,
wenn () € I, (2, €) gilt, das heifit genau dann, wenn 2 =, €. Nun gilt trivialerweise
A = g und wegen qr(yg) = a und A =, B folgt B = 9§, also A =, B. Damit
impliziert (1) schlieBlich auch (2). O
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Satz 5.4. Sei 1 eine relationale Signatur und seien A sowie B T-Strukturen. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) A= B.
(2) A= B.
(8) II gewinnt G (2, B).

Beweis. Gelte zunéichst (2), das heifit I, (A, B) # 0. Um (3) nachzuweisen miissen
wir zeigen, dass II eine Strategie fiir Goo(2,B) hat, so dass jede Partie, die mit
dieser Strategie kompatibel ist, unendlich lange dauert. Betrachten wir dazu eine
beliebige Position (A, @, B, b) im Spiel. Gilt dann @ +— b € Io(A,B), so gibt es fiir
alle ¢ € A ein d € B, so dass ac +— bd € I.(2,B) ist, und fiir alle d € B gibt
es ein ¢ € A, so dass @c — bd € Io(2,B) ist. Wegen 0 € I (2,B) folgt daraus
unmittelbar die Existenz der gewiinschten Strategie fiir II.

Gelte nun (1) nicht. Dann gibt es einen Satz ¢ € Loy (7) mit 2 = ¢ und
B = . Ist nun qr(v)) = a, so folgt aus Satz 5.3 unmittelbar, dass I das Spiel
Go(2,B) gewinnt. Damit gewinnt I trivialerweise auch das Spiel G (2, B). Also
impliziert Aussage (3) Aussage (1).

Gelte nun schlieflich (1) und sei @ € On beliebig. Dann haben wir insbeson-
dere A =, B, also nach Korollar 5.1 2 =, B, das heifit I,(A,B) # 0. Also gilt
I,(2,B) # ( fiir alle & € On und also I, (2,B) # ), das heifit A =, B. O

Als eine erste Anwendung dieser Charaktersierung wollen wir uns folgendes Re-
sultat ansehen, welches einen Zusammenhang mit der w-Saturiertheit herstellt.

Satz 5.5. Sei 7 eine relationale Signatur und seien A sowie B zwei w-saturierte
T-Strukturen. Dann gilt genau dann A =, B, wenn A =4, B gilt.

Beweis. Trivialerweise folgt 2 =, B aus A =, B, gelte also umgekehrt A =,
B. Wir setzen I = {a@ — b| tpy(a/0) = tpy(b/0)} und bemerken zunichst, dass
I C Io(™A,B) gilt. Sei nun @ +— b € I beliebig. Wir zeigen, dass @ ~— b die HHE
beziiglich I hat. Sei dazu zunichst ¢ € A beliebig. Wegen tpy(a/0) = tpy(b/0)
haben wir (2,a) = (%B,b). Da B w-saturiert ist, gibt es nach Satz 4.1 ein d € B
mit (A, @c) = (8B, bd). Folglich gilt tpy(@c/0) = tpeg(bd/0) und also ist ac +— dc € I.
Damit haben wir die Hin-Eigenschaft gezeigt, die Her-Eigenschaft zeigt man analog
unter Benutzung der w-Saturiertheit von .

Schliefllich haben wir nach Voraussetzung A =, B, das heifit A = B und also
Th(2l) = Th(B). Damit gilt tpy(0/0) = tpy(?/0), wir haben also ) € I. Somit ist [
nicht leer und alle lokalen Isomorphismen in I haben die HHE beziiglich I. Folglich
haben wir A =, B, das heifit A =, B. O

Wir wollen nun die Charakterisierung der Aquivalenzrelationen =, durch die
Aquivalenzrelationen 22, verwenden, um zu zeigen, dass die Klasse aller Strukturen
2A = (A, <) der Signatur {<}, so dass <® eine Wohlordnung auf A ist, nicht L,
axiomatisierbar ist.

Zunéchst wollen wir uns iiberlegen, dass die Klasse nicht FO-axiomatisierbar ist.
Dann werden wir sehen, dass fiir jede Ordinalzahl a die Klasse der Wohlordnungen
vom Isomorphietyp (o, <) durch einen Ly-Satz definierbar ist. Schliefllich werden
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wir uns iiberlegen, wie wir die Technik, die wir verwendet haben, um die Nicht-
Axiomatisierbarkeit in FO nachzuweisen, fiir die infinitdre Logik Lo, adaptieren
konnen.

Satz 5.6. Es gibt keinen Satz ¢ € FO(<), so dass fiir jede <-Struktur A = (A, <?)
genau dann A |= ¢ gilt, wenn <* auf A eine Wohlordnung ist.

Beweis. Es sei A = (N, <) und B = (N, <) + (Z,<), das heifit n < k fiir alle
n € N und alle £ € Z und < ist auf N und auf Z definiert wie {iblich. Dann ist
2l eine Wohlordnung, 9B ist jedoch keine Wohlordnung. Wir definieren nun auf 2
und auf B jeweils eine Distanz d auf die offensichtliche Art und Weise: Fiir n € N
und k € Z ist d(n,k) = w, ansonsten ist d(n,k) = |n — k|. Ferner schreiben wir
s =p t fiir s,t,k € NU{w}, falls s = ¢ oder s > k und ¢ > k. Per Induktion nach
n zeigt man nun, dass fiir alle n < w die Menge I,,(2,B) alle solchen endlichen
lokalen Isomorphismen @ — b enthiilt, welche folgende Bedingungen erfiillen: ag <
aj...<ap—1und by < by < ... < by_1 sowie ag =9n» by und a;y1 — a; =9n bjy1 — b;
fir alle ¢ € {0,...,n — 2}. Damit gilt nun aber offensichtlich () € I,,(2,B) fiir alle
n < w, also ist 0 € I,(A,B) =, In(A,B) und also haben wir 2 =, B. Somit
gilt fiir jeden Satz ¢ € Loy (<) mit qr(p) < w genau dann 2 = ¢, wenn B E ¢
gilt. Inbesondere gilt dies somit fiir alle Sitze ¢ € FO(7), womit die Behauptung
bewiesen ist. O

Bemerkung 5.10. Fir jede Ordinalzahl o € On existiert ein Satz ¢o € Lig+,(<)
mit qr(ps) < a+ 1, so dass fir jede lineare Ordnung A = (A,<) genau dann
A = pq gilt, wenn A = (a, <) ist.

Beweis. Zunichst sei ¢g := —3Jz(x = ). Nun sei a € On beliebig und seien die
Formeln ¢g fiir 3 < « bereits konstruiert. Fiir eine Formel ¢ € FO(<) und eine
Variable z bezeichnen wir nun mit ¢(® diejenige Formel, welche aus ¢ entsteht,
indem alle Quantoren auf Elemente kleiner als = relativiert sind. Das heifit jede
Teilformel Jud(u) von ¢ wird ersetzt durch Ju(u < z A J(u)) und jede Teilformel
Vud(u) von ¢ wird ersetzt durch Vu(u < x — 9(u)). Per Induktion iiber den Aufbau
von ¢ zeigt man nun leicht, dass damit fiir jede lineare Ordnung 2 = (A4, <) und
jedes a € A genau dann 2 |= (@ gilt, wenn ({b € A|b < a}, <) |= ¢ gilt.

Wir definieren nun ¢, := Vz V{(p(;) |6 < 04}/\/\{336@(;) | B < a} und betrachten
eine beliebige lineare Ordnung 2 = (A, <). Dann gilt 2 = ¢, genau dann, wenn fiir

alle a € A ein f < « existiert mit A = gogl) und fiir alle § < « ein a € A existiert

mit A = gogl). Wie wir bereits bemerkt haben, ist dies dquivalent dazu, dass fiir alle
a € Aein f < a existiert mit ({b € A|b < a}, <) = ¢gund fir alle < aeina € A
existiert mit ({b € A|b < a}, <) = 3. Nach Induktionvoraussetzung bedeutet dies
nun gerade, dass fiir alle a € A ein § < « existiert mit ({b € A|b < a}, <) = (8, <)
und fiir alle 8 < « ein a € A existiert mit ({b € A|b < a},<) = (3,<). Also gilt
(A, <) = (o, <). Ferner haben wir qr(yps) = sup{ar(eg) |5 < a} +1 < sup{f +
l|B<al+1=a+1. O

Nun wollen wir zeigen, dass die Klasse der Wohlordnungen nicht durch einen
Satz der infinitdren Logik Lo, (<) axiomatisiert werden kann. (Man beachte, dass
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{¢a | @ € On} keine Menge ist.) Fiir lineare Ordnungen (A, <) und (B, <) schrei-
ben wir nun im Folgenden (A4, <) - (B, <) := (A x B, <), wobei < auf A x B die
lexikografische Ordnung beziiglich < auf B zuerst und < auf A dann sei, das heifit
(a,b) < (a/,V'), wenn b < V' oder b = b’ und a < o’. Intuitiv gesprochen besteht also
die lineare Ordnung (A, <) - (B, <) aus B vielen isomorphen Kopien von (4, <),
linear hintereinander geschrieben. Man kann nun leicht zeigen, dass (4, <) - (B, <)
fiir Wohlordnungen (A, <) und (B, <) selbst wieder eine Wohlordnung ist. Sind also
a, 3 € On Ordinalzahlen, so ist («, <) - (5, <) wiederum isomorph zu genau einer
Wohlordnung der Form (v, <) mit v € On und man kann zeigen, dass v = « - (3 ist
beziiglich der {iblichen Ordinalzahlmultiplikation. Wir kénnen damit nun die Idee
fiir den Beweis von Satz 5.6 verallgemeinern.

Satz 5.7. Fiir jede Ordinalzahl o € On g¢ibt es eine Ordinalzahl 6 € On mit § > «,
so dass (9, <) =4 (6,<) + (4, <) - (Z,<).

Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung A := (0, <) und B := (4, <) + (4, <) - (Z, <).
Wir werden den Beweis hier lediglich skizzieren, so dass die Giiltigkeit der Aussage
letztlich iiberzeugend dargelegt ist. Dazu iiberlege man sich zunéchst, dass ein é > «
existiert, so dass beziiglich der Ordinalzahlarithmetik w® - § = § gilt. Dann gilt
natiirlich auch w® - § = § fiir alle 3 < «, also haben wir A = (W, <) - (6, <)
fiir alle B < a. Das heifit, fiir beliebige 8 < « ldsst sich 2 in (§ viele) disjunkte
Intervalle des Typs w” zerlegen. Damit lisst sich natiirlich auch 9B als disjunkte
Vereinigung isomorpher Kopien von 2 in disjunkte Intervalle des Typs w? zerlegen.
Fiir 8 < a sei nun Jg die Menge aller endlichen lokalen Isomorphismen p : @ — b
mit ag < a1 < ... < ap—1, so dass fir alle i € {0,...,n — 2} folgende Bedingungen
erfiillt sind.

(1) a; und a;41 liegen im selben w” Intervall von 2 genau dann, wenn b; und b;
im selben w” Intervall von 9B liegen.

(2) a; ist das Element + seines w? Intervalls in 2 genau dann, wenn b; das Element
~ seines w? Intervalls in B ist.

(3) ag liegt im ersten w” Intervall von A genau dann, wenn by im ersten w”
Intervall von ‘B liegt.

Sei nun 8 < o und sei p : @ — b € Jg41 mit [a] = [b] = n. Wir wollen zeigen,
dass p die HHE beziiglich Jg hat. Wir zeigen dazu lediglich die Her-Eigenschaft,
der Beweis der Hin-Eigenschaft verlduft analog. Sei also b € (4, <) + (4, <) - (Z, <)
beliebig. Wenn in demjenigen Intervall vom Typ w”t! in 9B, in welchem b liegt,
ein bereits gewihltes b; € b liegt, so wihlen wir fiir a das entsprechende Element
desjenigen Intervalls vom Typ w11 in 2, in welchem a; € @ liegt. Wenn b zum ersten
WPt Intervall von B gehort, dann wihlen wir fiir a das entsprechende Element des
ersten w1 Intervalls von 2. Ist b > b,,_1, so finden wir ebenfalls ein entsprechendes
a. Sei nun schlieflich b; < b < b1 fiir bereits gewiihlte b;, b;;1 € b wobei b weder im
w1 Intervall von b; noch im w”*! Intervall von b; 41 liege. Damit liegen natiirlich
b; und b;41 nicht im selben w1 Intervall von B, also liegen nach Definition von
Jg4+1 auch a; und a;4q nicht im selben WPt Intervall von 2. Man kann sich nun
iiberlegen, dass es damit ein w” Intervall in der Zerlegung von 2 in disjunkte w®
Intervalle geben muss, welches zwischen den w? Intervallen von a; und a;41 liegt.
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Wir wihlen in diesem Fall nun @ als dasjenige Element in diesem w? Intervall,
welches b als Element eines w® Intervalls in der Zerlegung von 9B in disjunkte w”
Intervalle entspricht. In jedem Fall haben wir mit unserer Wahl p U {(a,b)} € Jjs.
Nun gilt ferner offensichtlich Jy = Ip(2A,B), also folgt per Induktion iiber [
unmittelbar Jg C Ig(2A,B) fiir alle 8 < a. Da per Definition von J,, trivialerweise
0 € J, gilt, folgt 0 € 1,(2A,B) und also gilt A =, B. O

Korollar 5.2. Es gibt keinen Satz ¢ € Loy (<), so dass fiir jede <-Struktur 2 =
(A, <*) genau dann A = ¢ gilt, wenn < auf A eine Wohlordnung ist.

Beweis. Nehmen wir an, dass ein solches ¢ existiert und sei @ = qr(y). Dann gilt
fiir jede Ordinalzahl § € On gerade (4, <) = ¢ und (§,<) + (4, <) - (Z,<) E —,
im Widerspruch dazu, dass fiir hinreichend grofle 6 > « nach Satz 5.7 gilt, dass
(0,<) =q (6,<) + (6,<) - (Z, <) ist. O



