Games and their Application in Computer Science

JACQUES DUPARC

LuFG Mathematische Grundlagen der Informatik RWTH Aachen, D - 52056 Aachen

duparc@informatik.rwth-aachen.de

http://www-mgi.informatik.rwth-aachen.de/Teaching/Games-SS02/index.html

2

Contents

1 Introduction 5 1.1 The Game of Life . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.1.1 The Rules of the Game . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.2 The Game of Nim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.3 A Winning Strategy for The Game of Nim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.4 Games Economic Experts play . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.5 Real Games . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.5.1 Information and Chance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.5.2 Dominant Strategies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.5.3 Nash Equilibrium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Finite Two-Player Games with Perfect Information 17 2.1 Determinacy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.1.1 Computational Complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.2 Evalutation Games for First Order Predicate Logic . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.2.1 memory and strategies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.3 Games over Finite Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.4 Horn Formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2.5 Alternating Turing Machines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.6 The Game of Geography . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3 Infinite Two-Player Games with Perfect Information: Theoretical Background 31 3.1 The Corner Stone: The Gale-Stewart Game . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 3.2 Non-Determinacy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 3.3 Borel Determinacy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 3.3.1 Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 3.3.2 Borel Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 3.3.3 The Borel Hierarchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 3.3.4 Wadge Reducibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 3.3.5 Canonical Σ^0_n-Complete Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4 Infinite Two-Player Games with Perfect Information: Applications 45 4.1 Büchi and Muller Acceptance Conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 4.1.1 Deterministic Automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 4.1.2 Deterministic Turing Machines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 4.1.3 The Problem of Non Determinism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 4.2 Strategies and Memory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 4.2.1 Parity Games . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4 RWTH-Aachen Games and their Applications in Computer Science

4.2.2 Later Appearance Record . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94