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9. Ubung Logik und Spiele

Abgabe: bis Mittwoch, den 06.01.2016, um 13:45 Uhr im Ubungskasten oder in der Vorlesung.

Aufgabe 1 14 Punkte

Sei C eine endliche Menge. Eine Paarbedingung iber C ist eine Menge
P = {(L17 Rl)v (LQ’ Ry, )’ R (Lk7 Rk)}
mit L;, R; C C. Eine Paarbedingung P definiert die Muller-Bedingung (Fp, 1) mit

Fo={FCC:FNL#2 = FNR,#@ fiurallei=1,...,k},
Fi=PC)\ Fo .

Zeigen Sie:

(a) Die durch eine Paarbedingung P definierte Muller-Bedingung ist eine Streett-Rabin-Be-
dingung.
(b) Jede Streett-Rabin-Bedingung (Fp, F1) ist zu einer Paarbedingung P &quivalent.

Hinweis: Betrachten Sie zu jedem Knoten (X, 1) des zu (Fy, F1) gehorenden Zielonka-Baums
den eindeutigen Nachfolger (Y, 0) und konstruieren Sie daraus ein geeignetes Paar.

(c) Finden Sie eine Klasse von Paarbedingungen, so dass die dadurch definierten Mullerbedin-
gungen genau die Paritdtsbedingungen sind.

Hinweis: Benutzen Sie, dass eine Muller-Bedingung genau dann zu einer Paritdtsbedingung
dquivalent ist, wenn ihr Zielonka-Baum ein Pfad ist.

Aufgabe 2 6 Punkte
Sei C ={1,...,k}? und (Fo, F1) die durch die Paarbedingung {(L1, R1),..., (Lg, R)} mit
L;={(,j):j=1,...,k},
Ri = {(i,4)}

definierte Streett-Rabin-Bedingung (vgl. Aufgabe 1). Zeigen Sie, dass die Anzahl der Blatter
des zu (Fy, F1) gehorenden Zielonka-Baums k! betrigt.

Aufgabe 3 10 Punkte

Sei C eine endliche Menge und C = C1 U - - - U Cy. Wir betrachten die durch F; ={ X C C :
es gibt 1 <7 <k mit X C C;} definierte Streett-Rabin-Bedingung (Fy, F) tiber C. Zeigen Sie,
dass jedes Spiel mit Gewinnbedingung (Fo, F1) positional determiniert ist.

http: //logic.rwth-aachen.de/Teaching/LS-WS15/



Der Weihnachtsmann ist der international fithrende Experte, wenn es um die neuesten Trends
in Sachen Weihnachtsbaumgestaltung geht. Seine Expertise bei Zielonka-Baumen allerdings
geniefit weit weniger hohe Wertschiatzung (fiir einige Automaten wurde der Zustandsiibergang
durch zu viel buntes Lametta schon zur echten Qual).

Konnt ihr dem Weihnachtsmann vielleicht bei den folgenden Aufgaben helfen? Sicherlich
belohnt er Fuch dafiir mit Bonuspunkten. Wir jedenfalls wiinschen Fuch allen erholsame und
spielerische Festtage!

Aufgabe 4* 10* Punkte

Eine verallgemeinerte Biichi-Bedingung iiber einer Menge C' von Farben ist gegeben durch eine
Familie B von Teilmengen von C, also B = {Bj,...,B;} und By,..., By C C. Sie definiert die
Muller-Gewinnbedingung (Fo, F1), mit Fo:={X C C :firalle1 <i<k: X NB; # &} und
F1=P((C)\ Fo.

Ein verallgemeinertes Biichi-Spiel iiber einer Arena G = (V,Vp, V1, E,Q: V — () ist ein
Tupel G = (G, B), wobei B eine verallgemeinerte Biichi-Gewinnbedingung fiir Spieler 0 ist.

(a) Ermitteln Sie fiir eine gegebene verallgemeinerte Biichi-Gewinnbedingung B minimale Werte
mo, m1 > 1, so dass verallgemeinerte Biichi-Spiele mit Gewinnbedingung B determiniert
sind via Strategien mit Speicher der Grofle m; fiir Spieler i.

(b) Wir sagen, dass eine Muller-Bedingung (Fy, F1) abgeschlossen ist unter Obermengen, falls
X € Fp, X C Y impliziert Y € Fy. Zeigen Sie, dass unter Obermengen abgeschlossene
Muller-Bedingungen genau den verallgemeinerten Biichi-Gewinnbedingungen entsprechen.

Aufgabe 5* 10* Punkte
Zeigen Sie, dass das folgende Entscheidungsproblem NP-vollsténdig ist.

o Gegeben ein verallgemeinertes Biichi-Spiel G = (G, B), v € V und eine natiirliche Zahl k.

o Frage: Hat Spieler 0 von v aus eine Gewinnstrategie mit Speicher der Grofle k7
Hinweis: Verwenden Sie fiir den Beweis der NP-Hérte das NP-vollstdndige Problem Vertexcover:

Gegeben ein Graph G = (V| E) und eine natiirliche Zahl k. Frage: Gibt es eine Teilmenge X C V
mit | X| <k, so dass fir alle Kanten (v,w) € E gilt v € X oder w € X.

http: //logic.rwth-aachen.de/Teaching/LS-WS15/



