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3. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis 14.05.2009 um 13:30 Uhr am Lehrstuhl.

Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an.

Aufgabe 1 2+1+1+2+2+2Punkte
Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Wenn @ E ¢, dann ¥ k ¢ fiir jede Formelmenge ¥ mit ¥ ¢ ©.

®) {y.9;Fony

(c) Wenn @ U {y} = ¢ und ® U {-y} E ¢, dann gilt bereits © = ¢.

(d) Wenn @ E y, dann existiert eine endliche Teilmenge ®( von @, so dass {y} = ¢ fiir alle ¢ € ©.
(e) Wenn ¢¢ - 9 und ¢; — -9 Tautologien sind, dann gilt {¢o, ¢1} = v fiir jedes v € AL.

(f) Wenn @ = y firalle y € ¥ und ¥ = ¢, dann auch @ & ¢.

Aufgabe 2 10 Punkte

Fiir ein Alphabet X bezeichnen wir die Menge aller endlichen Worter tiber X durch £*. Seinun 2 = {0,1}
und A € X* eine unendliche Menge von (endlichen) £-Wortern. Zeigen Sie, dass es ein unendliches Wort
« = apa; . . . gibt, so dass jedes endliche Anfangsstiick von & zu einem Wort aus A verldngert werden kann.
Gilt diese Aussage auch, wenn X eine beliebige endliche Menge ist? Gilt die Behauptung auch fiir £ = N?

Aufgabe 3 10 Punkte
Eine Menge F von Funktionen heif$t maximal funktional unvollstindig, wenn

« sie nicht funktional vollstandig ist und

o jede Menge F U {f} ist funktional vollstindig, wobei f eine beliebige Boolesche Funktion ist, die

man nicht aus den Funktionen aus F (und der Identitdt) mit Hilfe der Komposition konstruieren
kann.

Zeigen Sie, dass die Menge F = {0,1, A, v} maximal funktional unvollstindig ist.

Hinweis: Fiir die Maximalitét zeigen Sie per Induktion tiber die Anzahl der Variablen, dass jede im
tiblichen Sinne monotone Boolesche Funktion (d. h., wird ein Argument grofler, dann wird der Wert
der Funktion nicht kleiner) durch Funktionen aus F darstellbar ist. Zeigen Sie ferner, dass sich aus einer
beliebigen Funktion, die man nicht aus F konstruieren kann, die Negation konstruieren lasst.

Aufgabe 4 2 + 8 Punkte

Seien ® und ® zwei Formelmengen. Wir sagen, dass ® aus @ folgt (O = ©), wenn jede Formel 9 € ® aus
O folgt. Sei (P;);en eine unendliche Folge von erfiillbaren Formelmengen ®@; ¢ AL, so dass ®;,; = ®;
und @; # @, fiir alle i € N gilt. Sei ¥ eine erfiillbare Formelmenge, so dass ¥ = @; fiir alle i € N gilt.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge VW existiert.

(b) Zeigen Sie, dass keine endliche Formelmenge © existiert, so dass ¥ = ® und © = ¥ gilt.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass eine Folge () ey existiert, so dass fiir alle i € N die Formelmengen
@’ und ®@; die gleichen Modelle haben und Folgendes gilt: @, £ @, @ # @', und @’ c P!
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