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6. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis 12.06.2009 um 10:00 Uhr am Lehrstuhl.

Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an.

Aufgabe 1 3 + 4 + 3 Punkte

Seien 2 und B 7-Strukturen. Dann heif$t A Substruktur von 8 (wir schreiben 2 € B), wenn
() AcB,

(2) firalle n e Nund R € R"(7) gilt R%* = R® n A" und

(3) fiiralle n e Nund f e F"(7) gilt f* = f® |4, d.h. f*ist die Restriktion von f¥ auf A.

Sei weiterhin ‘B eine Struktur und M ¢ B eine Teilmenge des Universums. Die von M erzeugte Substruk-
tur von ‘B ist die kleinste Struktur 2 € B mit M c A.
Betrachten Sie die Boolesche Algebra aller Teilmengen von N:

BA(N) = (P(N),u,n,”, @,N).
Welche Substrukturen werden von folgenden Teilmengen erzeugt?
(a) Die Menge aller endlichen Teilmengen von N.
(b) Die Menge aller unendlichen Intervalle (n,00) = {k e N | k > n}.

(c) Die Menge aller unendlichen Teilmengen von N, deren Komplement ebenfalls unendlich ist.

Aufgabe 2 2+2+ 3+ 3 Punkte
Wir betrachten folgende Graphen G = (V, E):

Ga:

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS09/



Bestimmen Sie, in welchen dieser Graphen folgende Sitze jeweils gelten:
@1 := IxoIxy Ixx3x3 (%1 = x3);
¢2:=VxIy(x = y);
3 1= 3x3yVz(~(x = z) A =(y = 2) > Exz A Eyz);
@1 :=VxVyVz(ExyV Exz Vv Eyz).
Aufgabe 3 3+ 3 + 4 Punkte

Sei £ := (S, E,, E, P, Q) ein Transitionssystem (s. Skript, Kap. 2, S. 42). Geben Sie FO-Formeln an,
welche ausdriicken, dass

(a) x keinen b-Vorganger hat, an dem gleichzeitig Q und P gelten;
(b) es zwischen x und y einen b-Pfad der Linge hochstens 17 gibt, auf dem tiberall P gilt;

(c) von allen Zustdnden, an denen —P gilt, in maximal drei a-Schritten ein Zustand erreicht werden
kann, an dem Q gilt.
Aufgabe 4 2+ 2+ 3+ 3 Punkte

Ein unendliches Wort {iber einem endlichen Alphabet X ist eine unendliche Folge o =
a(0)a(1)..., so dass a(i) € X fiir alle i € N. Die Menge aller unendlichen Worter iiber ¥ bezeich-
nen wir mit £¢. Jedes a € 2“ kann kann durch die Wortstruktur 20, = (N, <, (P,),ex) kodiert werden,
wobei P, = {i € N | a(i) = a}. Ein Satz ¢ € FO({<} U{P, | a € £}) definiert dann die w-Sprache
L(g):={aeZ’ | W, E ¢}

(a) Beschreiben Sie die durch folgende Sitze definierten w-Sprachen tiber £ = {a, b, ¢, d}:
() @o:=3xIy(Pax APy Ax < y);
(i) ¢1:=3IxVy(x <y —>-Pay).

(b) Geben Sie FO-Sitze an, welche folgende w-Sprachen iiber X = {a, b, ¢, d} definieren:
(i) {(aab)®} ={aabaab...};

(ii) die Sprache der w-Worter {iber %, in denen auf jedes a unendlich viele b folgen.

Aufgabe 57 (8 +2)* Punkte

Der (geordnete) bindre Baum ist die Struktur T := (T, sg, s) mit Universum T := {0,1}* und den Nach-
folgerfunktionen so(w) := w0 und s;(w) := wl.

Der ungeordnete bindre Baum kann als Struktur . := (T, <) mit demselben Universum T und der
Prifixordnung

x<y < esgibtein Wortz e {0,1}" mit y = xz
kodiert werden.
(a) Welche der folgenden Mengen sind Universen einer Substruktur von ¥ oder T ?

(i) A={0"|neN} (i) C:={w]|we{0,1}*, |w| <17}
(i) B:={0110w |we {0,1}*} (iv) D:={ulllw|u,we{0,1}*}

(b) Das langste gemeinsame Prifix x N y zweier Worte x und y ist das langste Wort z € {0,1}* mitz < x
und z < y. Bestimmen Sie alle Substrukturen der Expansion (T, s, s1, M) von T um die Funktion .
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