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2. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Mittwoch, den 24.04. um 13:00 Uhr am Lehrstuhl.

Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an.

Hinweis: Aufgaben mit einem * kénnen freiwillig bearbeitet werden und geben Zusatzpunkte.

Aufgabe 1 10 Punkte

(a) Beweisen oder widerlegen Sie, dass (i) {—, <>} bzw. (ii) {|} funktional vollstdndig sind,
wobei X | Y =X A Y.
Hinweis zu (i): Sei ¢ eine Formel, in der als Operatoren nur — und <« vorkommen. Sei
#(X, ¢) die Anzahl der Vorkommen von X in ¢. Fiir eine Interpretation Z: 7 — {0, 1} sei
Ix: 7 — {0,1} definiert durch

[1-1(Y), Y=X
Ix(¥) = {I(Y), sonst.

Zeigen Sie, dass # (X, ) ungerade genau dann gilt, wenn [¢]? = 1 — [p]7x.

(b) Sei f € B? die durch
Fa,y,2) = {y, falls z =0

z, fallsz =1

definierte Boolesche Funktion. Beweisen oder widerlegen Sie, dass {f,0,1} funktional voll-
standig ist.

Aufgabe 2 20 Punkte

(a) Prifen Sie mit Hilfe des Markierungsalgorithmus aus der Vorlesung, ob die folgende Formel
erfiillbar ist. Geben Sie als Zwischenschritte die Mengen der markierten Variablen an.

(ANAB—-O0OANEANF—-C)AN1—=>ANI1—=>F)ANA— E)AN(C — Q)
NENGNA— H)ANH—E)AN(ANFANH — B)

(b) Fiir zwei Interpretationen Zy,Zy: 7 — {0, 1} sind die Operationen wie folgt definiert:
Schnitt: 7; N Z5(X) := min(Z;(X), Z5(X))
Vereinigung: 77 U Zy(X) := max(Z;(X), Z2(X))
Komplement: —7;(X) :=1—7;(X)

Zeigen oder widerlegen Sie, dass Modelle von Horn-Formeln unter (i) Schnitt, (ii) Ver-
einigung, (iii) Komplement abgeschlossen sind, d.h. wenn ¢ eine Horn-Formel ist, und

i = ¢, Iy = ¢, gilt dann auch (i) (Z; NZz) = ¢, (i) (Zh UZs) = o, (i) =7 = ¢?
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(¢) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass jede Horn-Formel ein eindeutiges kleinstes Modell
besitzt. Gilt auch die Umkehrung, also ist jede Formel, die ein eindeutiges kleinstes Modell
besitzt, dquivalent zu einer Horn-Formel? Hinweis: Verwenden Sie fiir Ihre Argumentation
Aufgabenteil (b).

eweisen oder widerlegen Sie, dass die folgenden Formeln aquivalent sind zu einer Horn-
d) B d derl Sie, dass die folgenden F 1 1 d H
Formel. Hinweis: Verwenden Sie fiir Thre Argumentation Aufgabenteil (b).
(i) (XAY) = (Z2VQ);
(ii)) XA=(Y = (Y AX)OA(XAY) = (Y V-2)),
(iii) (XV-X)A (X VI)N(X = (Y NZD)).

Aufgabe 3 10 Punkte

(a) Verwenden Sie den Markierungsalgorithmus fiir Horn-Formeln, um zu iiberpriifen, ob die
folgende Folgerungsbeziehung gilt.

{ANF D, ENF—-B, CNA—E, ANE—F}E=-AV(C — D)

(b) Seien ®, ¥ Mengen von AL-Formeln, und seien ¢, 1,9 AL-Formeln.
(i) Wenn {¢,v} | ¥ gilt, gelten dann auch (1) {¢ V ¢} =9 und (2) {p Ay} E 97
(ii) Wenn ® j= ¢ gilt, gilt dann & = —p?
(iii) Wenn ® = —¢ gilt, gilt dann & p~= ?
)

(iv) Seien @,V erfiillbar, so dass fiir alle AL-Formeln ¢ gilt, dass wenn ® = ¢, dann auch
U = . Gilt dann @ = ¢ fiir alle ¢ € U?

Aufgabe 4* 10* Punkte

Beweisen Sie das aussagenlogische Interpolationstheorem: Sei ¥ —  eine aussagenlogische Tau-
tologie. Dann existiert eine aussagenlogische Formel ¥ mit 7(¢) C 7(¢) N 7(p), so dass ¢ —
und ¥ — ¢ Tautologien sind. Hinweis: Fithren Sie einen Induktionsbeweis {iber die Anzahl der
Aussagenvariablen, die in 1), aber nicht in ¢ vorkommen, also tiber |7(y)) \ 7(¢)|.
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