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10. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Mittwoch, den 26.6. um 13:00 Uhr am Lehrstuhl.

Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an.

Aufgabe 1 10 Punkte

Sei ¥ = ({0,1}*, X, E, P), wobei {0,1}* die Menge der endlichen Wérter tiber dem Alphabet
{0,1} bezeichnet, und

o = die Prdfiz-Relation auf {0,1}* ist, d.h. v < w genau dann, wenn w = vz fir ein
z € {0,1}*, und
o FE die gleiche-Lange-Relation auf {0,1}* ist, d.h. (v,w) € E genau dann, wenn |v| = |w|,

also genau dann, wenn die Worte v und w die gleiche Lange haben, und

o P cine einstellige Relation ist (die im Folgenden auf unterschiedliche Weise festgelegt
werden wird).

Zeigen oder widerlegen Sie fiir die jeweils angegebene Relation, dass sie in T (unter Beriick-
sichtigung der jeweiligen Definition von P) elementar definierbar ist.

Fir die beiden folgenden Aufgabenteile gelte P = ().
(a) Ro={we{0,1}": Jw| = 3}.
(b) Ry = {we {0,1}*:1 2w}
Ab sofort sei P ={w € {0,1}* : w =w; -+ - wy, und w,, =1} = (04 1)*1.
(¢) Re ={w € {0,1}*: 1 < w}.
(d) Rg={(u,v) e E:u=wuy---up, und v =v; -+ v, mit (u; =0 gdw. v; = 1) fir 1 <i < n}.

(e) R.={w € {0,1}* : der Buchstabe 1 kommt ungerade oft in w vor}.

Aufgabe 2 10 Punkte

(a) Betrachten Sie folgende relationale Strukturen. Bestimmen Sie jeweils die kleinste Zahl m €
N mit 2 #,,, B oder beweisen Sie, dass 2l = B. Geben Sie im ersten Fall eine Formel vom
Quantorenrang m an, welche die Strukturen trennt, sowie Gewinnstrategien fiir Herausfor-
derer bzw. Duplikatorin in den Spielen G,,(2,B) und G,,—1 (2, B).

(i) A:= o e und B := e
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(ii) A :=(Z, M, 1) und B := (Q, M, 1), wobei M der Graph der Multiplikation ist;
(iii) A :=(Z,2Z,3Z) und B = (R, {2" : n € N}, {3" : n € N});

(b) Zeigen Sie, dass die Theorie der diskreten linearen Ordnungen ohne Endpunkte vollstandig
ist.
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Aufgabe 3 10 Punkte

(a) Beweisen Sie den folgenden Satz:
Sei ® C FO(7) eine Menge von Sétzen iiber einer relationalen Signatur 7, = Mod(®) die
durch @ axiomatisierte Klasse von Strukturen, und sei B eine 7-Struktur. Wenn fiir jedes
m € N ein A,, € K existiert mit B =,,, A, dann gilt B € K.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes aus (a), dass die Klasse der Graphen, in denen jeder Knoten
nur endlich viele Nachfolger hat, nicht axiomatisierbar ist.

(c) Sei nun 7 eine beliebige endliche Signatur. Die Relationalisierung einer 7-Struktur 2l liefert
eine relationale Struktur R(2l) iiber der relationalen Signatur 75 (siehe Ubung 8, Aufgabe 3).
Zeigen oder widerlegen Sie, dass fiir alle m € N und 7-Strukturen 2, B gilt:

o Wenn A =,, B, dann auch R(A) =, R(B).
o Wenn R(2) =, R(*B), dann auch A =, *B.

Aufgabe 4 10 Punkte
Sei T, = (By, Ey,) ein vollstandiger Bindrbaum der Hohe n, wobei B,, = {w € {0,1}* : |w| < n}
und E, = {(w,wz) € By, x By : x € {0,1}}.
(a) Geben Sie fur alle n > 0 einen Satz ¢, € FO({E}) an mit qr(yy,) = O(n), so dass fiir
{E}-Strukturen 2 gilt 2 = ¢, genau dann, wenn A = T,
Hinweis: Konstruieren Sie rekursiv Formeln 1, (z) (unter Verwendung bereits konstruier-
ter Formeln 1,,_1(x)), so dass fiir alle { E}-Strukturen 2f und a € A genau dann 2 = 1y, (a)
gilt, wenn der von a erreichbare Teilgraph in 2 isomorph zu %, ist.
(b) Wéhlen Sie die Sdtze ¢, nun zusitzlich so, dass auch gilt |p,| = O(n).

Hinweis: Verwenden Sie, dass Jz3y(p(x) A ¢(y)) = JzyVz((z = 2V z = y) — o(2)),
wobei z eine Variable ist, die nicht in ¢ vorkommt.
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