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11. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Mittwoch, den 3.7. um 13:00 Uhr am Lehrstuhl.

Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an.

Aufgabe 1 10 Punkte

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass der Satz (3.21) von Ehrenfreucht-Fraisse nur fiir
endliche Signaturen gilt. Genauer wollen wir zeigen: Es gibt eine abzéhlbare relationale Signatur
7 und zwei 7-Strukturen 2 und B, so dass der Herausforderer das Spiel G1(2,B) gewinnt,
obwohl 2l = ‘B gilt.

Sei dazu A C P(N) die Menge der endlichen Teilmengen von N und B C P(N) die Menge der
co-endlichen Teilmengen von N, also B = {N\ M : M € A}.

Wir setzen 7 := { Py, P, P, ...} fur unidre Préadikate P; und wir definieren

o A:= (A, Py, P, Ps,...), wobei fiir i € N gelte, dass M € P; gdw. i € M, und

o B:= (B, Py, P, P,...), wobei analog fir i € N gelte, dass M € P, gdw. i € M.

(a) Zeigen Sie, dass der Herausforderer das Spiel G1(2,8) gewinnt.

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle endlichen Signaturen o C 7 gilt: A [ 0 2B | 0.
Hinweis: Verwenden Sie, dass zwischen zwei abzahlbaren unendlichen Mengen stets eine
bijektive Abbildung existiert.

(c) Verwenden Sie (b), um zu zeigen, dass 20 = B gilt.

Aufgabe 2 10 Punkte

(a) Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalkiils die Giltigkeit folgender
Formeln:

(i) (V) A (pV ) = (Fzd V)
(i) (=Fzp(z) = Ve—p(x)) A (=Vee(x) V =Fz-e(z)).
Hinweis: Die Giiltigkeit von Formeln entspricht der Giiltigkeit gewisser Sequenzen.
(b) Formalisieren Sie in der Priadikatenlogik die Aussage ,,Der Dorfbarbier x rasiert genau die
Ménner im Dorf, die sich nicht selbst rasieren* und beweisen Sie anhand des Sequenzen-

kalkiils, dass es einen solchen Barbier nicht geben kann. (Hinweis: Sie konnen annehmen,
dass das Universum ein Dorf ist.)

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS13/



Aufgabe 3 10 Punkte

(a) Beweisen Sie die Korrektheit der Quantorenregeln (V =) und (= V). Zeigen Sie, dass in
der Regel (= V) die Bedingung, dass ¢ nicht in I',¢ und A vorkommt, nicht weggelassen
werden kann.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie die Korrektheit der folgenden Regeln.
(i)
Ly = A9
' = AN, AND

I = A )
Iogle) = A, ¢(c)

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS13/



