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12. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Mittwoch, den 10.7. um 13:00 Uhr am Lehrstuhl.

Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an.

Hinweis: Aufgaben, die mit einem * versehen sind, geben Zusatzpunkte.
Aufgabe 1* 10* Punkte

Im Folgenden betrachten wir eine feste 7-Struktur 2. Fir zwei Kongruenzrelationen ~; und ~g
definieren wir die Relation < wie folgt:

~1 < ~9, wenn fur alle a € A gilt [a]~, C [a]~,.

In diesem Fall sagen wir, dass ~q feiner als ~s ist, bzw. dass ~9 gréber ist.

Zeigen oder widerlegen Sie, dass zu jeder Struktur eine grébste und eine feinste Kongruenzre-
lation existiert.

Hinweis: Betrachten Sie die Menge aller Kongruenzen und bilden Sie den transitiven Abschluss.

Aufgabe 2 10 Punkte

Sei 7 ={0,1, f, R}, wobei 0,1 zwei Konstanten sind, f ein 2-stelliges Funktionssymbol, und R
ein 1-stelliges Relationssymbol. Wir betrachten die folgende Menge T von atomaren Satzen:

T .= {RO} U {thO ‘ t T—Term} U {fftltgtg = fty ftats | t1,t2,13 T—Terme}.

Sei ¥ die kleinste Menge, die T enthélt und unter Substitution abgeschlossen ist, sowie ~ die
von ¥ induzierte Kongruenzrelation auf der Herbrandstruktur $(X).

(a) Beschreiben Sie X.

(b) Beschreiben Sie $(¥) und die kanonische Struktur 2((X) := $(2) /.

(c) Ist A(X) ein Modell von 77

(d) Sei T":= TU{Vx(Rx)}. (Dann ist ¥ auch der Abschluss von T” unter Substitution.) Zeigen
Sie: T" ist erfiillbar, aber A(X) & T".

Aufgabe 3 5+15* Punkte

Geben Sie ein (wenn moglich endliches) Axiomensystem fiir die folgenden Klassen von Struk-
turen an, oder beweisen Sie, dass dies unmoglich ist.

(a) {(A,~)| ~ ist eine Aquivalenzrelation}

(b) {(A,~,9,R)| ~ ist eine Kongruenzrelation},
wobei g 2-stelliges Funktionssymbol ist, und R ein 2-stelliges Relationssymbol.

(c) {(A,~) | ~ ist Aquivalenzrelation, und es existiert eine iiberabzihlbare ~-Klasse}
(d)* {(4,~)
(e)* {(A,~)| ~ ist Aquivalenzrelation, es existiert genau eine unendliche ~-Klasse}
) {(4,~)

(f* {A’N

| ~ ist Aquivalenzrelation, jede Aquivalenzklasse ist unendlich}

| ~ ist Aquivalenzrelation, jede ~-Klasse ist endlich}
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