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9. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Mittwoch, den 24.06. um 14:00 Uhr am Lehrstuhl.

Hinweis: Aufgaben mit einem * kénnen freiwillig bearbeitet werden und geben Zusatzpunkte.

Aufgabe 1 10 Punkte

(a) Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalkiils die Giiltigkeit folgender
Formeln, fiir beliebige Formeln ¢, v, 1.

(1) (e V) A (V1)) = (Fzd V)
(7i) (—=Fzp(z) = Ve—p(x)) A (Vee(x) V =Fz-e(z)).
Hinweis: Die Giiltigkeit von Formeln entspricht der Giiltigkeit gewisser Sequenzen.
(b) Formalisieren Sie in der Pradikatenlogik die Aussage ,,Der Dorfbarbier ¢ rasiert genau die
Ménner im Dorf, die sich nicht selbst rasieren und beweisen Sie anhand des Sequenzen-

kalkiils, dass es einen solchen Barbier nicht geben kann. (Hinweis: Sie konnen annehmen,
dass das Universum ein Dorf ist.)

Aufgabe 2 10 Punkte
(a) Welche der folgenden Sequenzen sind giiltig, fiir beliebige Formeln ¢, ¢)?
(i) ¢(c) = Yap(z), wobei ¢ nicht in ¢ vorkommt;
(ii) VaIy(e A ) = VaIye A VzIyp.
(b) Beweisen oder widerlegen Sie (semantisch) die Korrektheit der folgenden Regeln:
(i I, oc) = A .
I, Jzp(z) = A’
(i) I, 3z = A, Vap
T, Vo = A, Jzp

Aufgabe 3 10 Punkte

(a) Sei A = (A, f) eine Struktur mit einer einstelligen Funktion f: A — Aundsei~C Ax A
eine Aquivalenzrelation auf A. Sei ferner Ry = {(a, f(a)) |a € A} der Graph von f. Zeigen
oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

(i) Ist ~ eine Kongruenzrelation auf 2, so auch auf der Struktur (A, Ry).
(ii) Ist ~ eine Kongruenzrelation auf der Struktur (A4, R¢), so auch auf 2.

(b) Sei A eine 7-Struktur, ~ C A x A eine Kongruenzrelation auf 2 und sei ¢(z1,...,2z,) €
FO(7) eine positive Formel. (Das heifit ¢ ist mit V, A, 3 und V aus atomaren Formeln
aufgebaut.) Zeigen Sie, dass fiir alle ai,...,a, € A mit A = ¢(ay,...,a,) auch A/~ =
@([GIL T [an]) gﬂt'

(c) Zeigen Sie, dass die Umkehrung von (b) nicht gilt. Zeigen Sie ferner, dass (b) nicht fiir
beliebige FO-Formeln gilt.
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Aufgabe 4* 10* Punkte

Sei 7 = {Py,..., Py} eine Signatur mit k einstelligen Relationen. Geben Sie eine Funktion
f(k,m) an, so daf jede erfiillbare Formel ¢ € FO(7) vom Quantorenrang m ein Modell der
GroBe hochstens f(k, m) hat.

Hinweis. Benutzen Sie den Satz von Ehrenfeucht und Fraissé.
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