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10. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Mittwoch, den 1.07. um 14:00 Uhr am Lehrstuhl.

Hinweis: Aufgaben mit einem * kénnen freiwillig bearbeitet werden und geben Zusatzpunkte.

Aufgabe 1 10 Punkte

Zeigen Sie, dass in den Regeln (3 =) und (= V) des Sequenzenkalkiils aus dem Skript die
Bedingung, dass ¢ nicht in I'; A und ¥ vorkommt, nicht weggelassen werden kann.

Aufgabe 2 10 Punkte

(a) Beweisen Sie mit dem Vollstandigkeitssatz:
Sei & C FO(7) eine Satzmenge und ¢ € FO(7) ein Satz mit £ = Mod(®) = Mod(v).

Dann existiert eine endliche Teilmenge von ®, die K axiomatisiert.

(b) Sei K = {(A,~) |~ ist eine Aquivalenzrelation, und jede Aquivalenzklasse ist unendlich }.
Geben Sie ein Axiomensystem fiir die Klasse IC an.

(c) Benutzen Sie Aufgabenteil a) um zu beweisen, dass die Klasse K nicht endlich axiomati-
sierbar ist.

Aufgabe 3* 10* Punkte

Sei 7 eine Signatur und ® C FO(7) eine Menge von Sétzen. ® heifit mazimal konsistent, wenn
® konsistent ist und jede Satzmenge ® C FO(7) mit ® C & und ® # &’ inkonsistent ist. Wir
sagen, dass ® Zeugen hat, wenn ® die folgende Bedingung erfiillt:

Wenn Jzxp(z) € ¢, dann gibt es einen Grundterm ¢ € FO(7), so dass ¢(t) € ¢ und wenn
—Jdzp(x) € @, dann gilt fiir alle Grundterme ¢t € FO(7), dass —¢(t) € ®.

(a) Sei ® C FO(7) eine Menge von Sétzen. Beweisen Sie, dass ¢ genau dann maximal konsi-
stent ist, wenn ® eine vollstdndige Theorie ist.
Hinweis: Benutzen Sie den Vollstdndigkeitssatz.

(b) Sei ® C FO(7) eine maximal konsistente Menge die Zeugen hat. Zeigen Sie, dass dann

die Mengen I'* := {p € FO(7) |p € ®} , A* := {p € FO(7) |- € @} die Bedingungen
(1)-(5) aus Lemma 4.15 erfiillen.

(¢) Sei ® C FO(7) eine Menge von Séitzen und T := {p € ®|p ist ein atomarer Satz} und
3 O T der Abschluss von T unter Substitutionen. Zeigen Sie:
& ist maximal konsistent und hat Zeugen, genau dann, wenn ® = Th(2((X)) gilt.

Hinweis: Benutzen Sie b) und Satz 4.15.
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Aufgabe 4 10 Punkte

Sei 7 ={0,1, f, R}, wobei 0,1 zwei Konstanten sind, f ein 2-stelliges Funktionssymbol, und R
ein 1-stelliges Relationssymbol. Wir betrachten die folgende Menge T' von atomaren Satzen:

T .= {RO} U {th() ‘ t T—Term} U {fftltgtg = fty ftats | t1,t9,13 T—Terme}.

Sei ¥ die kleinste Menge, die T" enthélt und unter Substitution abgeschlossen ist, sowie ~ die
von ¥ induzierte Kongruenzrelation auf der Herbrandstruktur $(X).

(a) Beschreiben Sie X.

(b) Beschreiben Sie $(¥) und die kanonische Struktur 2((X) := $(2) /.

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS15/



