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2. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Mittwoch, den 27.04., um 12:00 Uhr im Ubungskasten oder in der Vorlesung.
Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an.

Aufgabe 1 10 Punkte

Diese Aufgabe ist online im L2P-Lernraum' der Veranstaltung unter ,eTests® zu absolvieren.
Um Zugriff auf den Lernraum zu erhalten, melden Sie sich in Campus Office zur Vorlesung
an. Falls Sie sich aufgrund Thres Studiengangs (z.B. Master Informatik Auflage) nicht tiber
das modulare Anmeldeverfahren zur Vorlesung anmelden kénnen, schreiben Sie eine E-Mail an
hoelzel@logic.rwth-aachen.de.

Aufgabe 2 7 Punkte

Welche der folgenden Mengen sind funktional vollstdndig? Begriinden Sie ihre Antworten!

(a) {F,0} wobei
F(ay,az,a3) =1<=[{i € {1,2,3} : a; =0}| > 2.

(b) {A,V,0,1}
Hinweis: Fir zwei Tupel w = (wy,...,wy,),w = (w],...,w)) € {0,1}" schreiben wir
w < w' genau dann, wenn w; < w)j fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt. Eine boolesche Funktion

f € B™ heifit monoton, wenn fiir alle w,w’ € {0,1}" mit w < w’ bereits f(w) < f(w') gilt.
Zeigen Sie, dass man aus {A, V, 0,1} genau die Klasse der monotonen Funktionen erzeugen
kann.

Aufgabe 3 8 Punkte

(a) Fur zwei Interpretationen Z;,Zy: 7 — {0, 1} sind die Operationen wie folgt definiert:
Schnitt: (Z; NZy)(X) := min(Z;(X), Z2(X))
Vereinigung: (Z; UZy)(X) := max(Z1(X),Z2(X))
Komplement: (—Z;)(X) :=1—-7;(X)
Zeigen oder widerlegen Sie, dass Modelle von Horn-Formeln unter (i) Schnitt, (ii) Vereini-
gung, (iii) Komplement abgeschlossen sind.
(b) Beweisen oder widerlegen Sie, dass die folgenden Formeln dquivalent sind zu einer Horn-
Formel. Hinweis: Verwenden Sie fiir Ihre Argumentation Aufgabenteil (a).
(i) XA=(=Y =Y AX)OA((XAY) = (Y V-2))
(ii)) (X = (YVZ))

"https://www3.elearning.rwth-aachen.de/ss16/16ss-19269 /Dashboard.aspx
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Aufgabe 4 8 Punkte

Jeden ungerichteten Graphen mit Knoten 1, ..., n identifizieren wir mit einer aussagenlogischen
Interpretation in folgender Weise: Jedem Paar i < k von Knoten wird eine Variable X;; zuge-
ordnet, die genau dann den Wert 1 erhélt, wenn es eine Kante zwischen ¢ und k gibt.

(a) Geben Sie eine aussagenlogische Formel ¢ an, die ausdriickt, dass der Graph die folgende
Gestalt hat:
2

5 4

(b) Konstruieren Sie fiir beliebige n Formeln ¢,,, die ausdriicken, dass der Graph kreisfrei ist.

Aufgabe 5 7 Punkte

(a) Uberpriifen Sie mit Hilfe des Erfiillbarkeitstests fiir Horn-Formeln aus der Vorlesung, ob die
folgende Folgerung gilt:

{ANB—-C, DNE—-A, CNF—-D, FN\D—E}=BV-CV(F—B).

Geben Sie dabei fiir jeden Schritt des Algorithmus die Menge der markierten Variablen an.

(b) Seien ®, ¥ Mengen von AL-Formeln, und seien ¢, 1 AL-Formeln. Beweisen oder widerlegen
Sie die folgenden Aussagen.
(i) Wenn @ |= —¢ und ¢ € ®, dann ist ® unerfillbar.

(ii) Wenn @ = ¢ fir alle » € U und ¥ = ¢, dann auch @ = ¢.
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