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10. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Mittwoch, den 29.06., um 12:00 Uhr im Ubungskasten oder in der Vorlesung.
Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe an.

Aufgaben, die mit einem Stern markiert sind, bringen Zusatzpunkte.

Aufgabe 1 10 Punkte

Bearbeiten Sie den eTest im L2P-Lernraum?.

Aufgabe 2 10 Punkte
Welche der folgenden Theorien sind vollstdndig?
(a) Die Theorie der diskreten linearen Ordnungen ohne Endpunkte.

(b) Die Theorie der linearen Ordnungen ohne Endpunkte, bei der jedes Element einen direkten
Nachfolger besitzt.

(c) Die Theorie der Aquivalenzrelationen mit unendlich vielen Aquivalenzklassen, aber ohne
endliche Aquivalenzklassen.

Aufgabe 3* 10* Punkte

Sei A = (A, <¥) eine lineare Ordnung. Wir schreiben a ~g b fiir zwei a,b € A, wenn
{ce A : (a<cundc<b)oder (b<cundc<a)}
endlich ist.

(a) Wir definieren Q(2) := (A o <Q(Q‘)) wobei A, die Menge der ~g-Aquivalenzklassen

ist und [a]y <@® [b]., genau dann gelte, wenn o/ <* ¥ fiir alle @’ € [a]~, und alle
V€ [b]uy.

Zeigen Sie, dass Q(2) wieder eine lineare Ordnung ist (fiir jede lineare Ordnung 2).

~

(b) Geben Sie zwei nicht-isomorphe Ordnungen 201, 2> an, so dass Q(2;) isomorph zu 2; ist
(fiir beide 7).

(c) Wir nennen eine lineare Ordnung 2l trivial, wenn Q(2l) nur aus einem Element besteht.
Konstruieren Sie nun eine lineare Ordnung 2, so dass Q(Q(2)) eine nicht-triviale Ordnung
ist, aber Q(Q(Q(2))) eine triviale Ordnung ist.
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Aufgabe 4 10 Punkte

Sei 7 eine Signatur. Eine Theorie T heifit endlich axiomatisierbar, wenn
T =Th(®) :={p e FO(1) : ® | ¢}

fiir eine endliche Menge ® C FO(7) gilt. Eine Theorie 7" heifit vollstandige Erweiterung von T,
wenn 77 O T und T” vollstandig ist.

(a) Sei T C FO(7) eine erfiillbare Theorie. Zeigen Sie, dass 7" genau dann vollstandig ist,
wenn 7' = Th(2) fir eine 7-Struktur 2 gilt.

(b) Sei nun T eine endlich axiomatisierbare Theorie mit endlich vielen vollstandigen Erweite-
rungen. Beweisen Sie, dass jede vollstdndige Erweiterung von 1" endlich axiomatisierbar
ist.

Hinweis: Benutzen Sie (a), um fiir die vollstandigen Erweiterungen Modelle zu erhalten.

Aufgabe 5* 10* Punkte

Sei 7 eine abzdhlbare Signatur und sei 2 eine 7-Struktur. Beweisen Sie, dass 2 elementar
dquivalent zu einer abzdhlbaren Substruktur von 2 ist.

Hinweis: Benutzen Sie die Aussage aus den Tutorien, dass 21 mit abzéhlbar vielen Konstan-
tensymbolen zu einer Struktur 2’ expandiert werden kann, so dass Th(2l’) eine Hintikka-Menge
ist.
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