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Aufgabe 1

(a) (i) SeiT = {R} fiir ein zweistelliges Relationssymbol R. Geben Sie eine Formel ¢ € FO(7)
an, sodass fir jede 7-Struktur 2 gilt, dass 2 = ¢.

(ii) Geben Sie eine Formel ¢ an, die die Klasse der 2-reguldren ungerichteten Graphen
axiomatisiert.

(iii) Sei A = (N, o), wobei o* die iibliche Addition ist, und sei B = (N, o), wobei o® die
iibliche Multiplikation ist. Geben Sie einen Satz ¢ an, sodass 2 = ¢ und B [~ ¢.

(iv) Formulieren Sie den aufsteigenden Satz von Lowenheim-Skolem.

(v) Definieren Sie die semantische Folgerungsbeziehung fiir die Aussagenlogik.

(b) Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Aussagen zutreffen und geben Sie eine kurze Be-
grimdung an (etwa, indem Sie ein Gegenbeispiel konstruieren, oder bekannte Ergebnisse
aus der Vorlesung/Ubung fiir IThre Argumentation verwenden).

Achtung: Fehlt eine Begriindung, so wird Thre Losung mit 0 Punkten bewertet.

(i) Es gibt eine Boolesche Funktion f: {0,1}?> — {0,1} mit f(0,0) = 0, so dass {f}
funktional vollstédndig ist.

(ii) Sei ¢ eine Horn-Formel und ¢ = (X — ¢). Dann ist ¢ dquivalent zu einer Horn-
Formel.

(iii) Seien Wy, ¥y C AL zwei Mengen von AL-Formeln, so dass jeweils jede endliche Teil-
menge ®; C ¥y und jede endliche Teilmenge ®o C W5 erfillbar ist. Dann ist ¥ U Wy
erfillbar.

(iv) Sei A C AL eine Menge von AL-Formeln, so dass () = A eine giiltige Sequenz ist.
Dann gibt es eine Formel § € A, die eine Tautologie ist.

(v) Sei & C AL eine endliche Menge von AL-Formeln. Dann ist fiir jedes ¢ € ® die
Sequenz ® = ¢ im Sequenzenkalkiil ableitbar.



(vi) Seien 2 und B zwei 7-Strukturen. Wenn fiir alle Satze ¢ € FO(7) gilt, dass wenn
A = ¢, dann auch B = ¢, so gilt bereits 2 = B.

(vii) Fiir jede 7-Struktur 2 gibt es eine 7-Struktur 9B mit 2 2 B aber A = B.

(viii) Seien 2, B zwei 7-Strukturen, wobei 7 endlich und relational ist. Wenn der Heraus-
forderer das Spiel G(2,8) gewinnt, dann gibt es keinen Isomorphismus zwischen 2
und ‘B.

(ix) Sei ® C FO(7) eine endliche Menge von FO(7)-Satzen. Dann gibt es einen Satz ¢ €
FO(7), so dass Mod(®) = Mod(¢p).

(x) Der Satz ¢ = Jz3y(z +y # y+x) € FO({+}) ist erfiillbar.

Aufgabe 2

(a) Zeigen Sie unter Verwendung der Resolutionsmethode, dass die folgende Formel unerfiillbar
ist:

(F — YA (C — A)A(AAC) = (BAE)) A(CV F)A((EA-B) — D) A=(~DV E).

(b) Zeigen oder widerlegen Sie fiir die folgenden Formeln jeweils, dass sie zu einer Horn-Formel
dquivalent sind.

(i) (XVaYVaZ) e -X
(i) AV (BA-C)V D

(¢) Wenden Sie den Markierungsalgorithmus fiir Horn-Formeln aus der Vorlesung an, um die
Giltigkeit der folgenden Folgerungsbeziehung nachzuweisen. Geben Sie dabei als Zwischen-
schritte die Mengen der jeweils markierten Variablen an.

{ANF D, ENF B, CNA—E, ANE—F}E-AV(C — D)

Aufgabe 3

(a) Erldutern Sie den Unterschied zwischen der semantischen Folgerungsbeziehung und der
Ableitbarkeitsbeziehung.



(b) Beweisen oder widerlegen Sie semantisch (also durch Argumentation tiber die Giiltigkeit
von Sequenzen und nicht per Ableitung im Sequenzenkalkiil) die Korrektheit der folgenden
Schlussregeln der Aussagenlogik.

Q) = Ap =A%
1
Cpny = A
[—p=A F'=Ap—9Y
F'=ApA9

(i)
(c) Konstruieren Sie im Sequenzenkalkiil einen Beweis oder eine falsifizierende Interpretation
fiir die folgende Sequenz.

(" XVY)ANY = 2)=X—>Z

Aufgabe 4
Sei 2 = (Z x Z,+, <), wobei
o (i,k)+ (j,0) = (max{i,j}, k+¢) und
o (i,k) < (j,¢) genau dann, wenn i < j oder (i = j und k < /).
(a) Geben Sie eine FO({+, <})-Formel an, welche die einstellige Relation
N ={(i,k) : k<0,ie€Z}
in der Struktur 2 definiert.
(b) Zeigen oder widerlegen Sie, dass folgende Relationen in 2 elementar definierbar sind:
(i) die einstellige Relation M = {(0,k) : k € Z},
(ii) die binare Relation R = {((i, k), (4,k)) : 4,4,k € Z}.
(c) Wir betrachten die folgenden Strukturen iiber der Signatur 7 = {+, P}:

22, = (Z,+,27Z),
Ay = (Z,+,{z € Z : z ungerade}),
As = <2Z, =+, 4Z).
Beweisen oder widerlegen Sie fiir 7,5 € {1,2,3} mit i < j jeweils, dass es einen Satz
@ij € FO(7) gibt, mit A; = ¢;; und A; = —p;;.
Aufgabe 5

Wir betrachten Strukturen 2 = (V, E, f), wobei E C V x V eine zweistellige Relation ist und
f:V — V eine einstellige Funktion. Zeigen oder widerlegen Sie fiir die folgenden Klassen solcher
Strukturen jeweils, dass sie (endlich) FO({E, f})-axiomatisierbar sind.

Hinweis: Im Folgenden bezeichnen wir mit idy: V' — V die Identitatsabbildung auf V', d.h.
idy(v) = v fir alle v € V.

(a) Ko ={%=(V,E, f): (V,E) ist ein vollstindiger, ungerichteter Graph und f? = idy}

(b) Ky ={A=(V,E, f): (V,E) ist ein (gerichteter) Graph, so dass gilt:
Wenn ein v € V existiert mit (v, f(v)) € E, dann enthélt (V, E) keine Kreise}

(c) Kc={A=(V,E, f): es gibt ein n > 1 mit f"* =idy}



