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7. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Mittwoch, den 13.06., um 12:15 Uhr im Ubungskasten (Informatikzentrum, E1, Erdge-
schoss) oder in der Vorlesung.

Geben Sie bitte Namen, Matrikelnummer und die Ubungsgruppe oben rechts an.

Ubungen, die mit einem Stern markiert sind, sind Bonusaufgaben.

Aufgabe 0 7 Punkte
Bearbeiten Sie den eTest im L2P-Lernraum®.

Aufgabe 1 (3 + 2) + 5 Punkte

Eine T-Struktur 2 heif3t starr, wenn ihr einziger Automorphismus die Identitét ist.

(a) Sei 2 eine T-Struktur in der jedes Element elementar definierbar ist, d.h. fiir alle a € A ist die
Menge {a} in A durch eine Formel @, (x) definierbar. Zeigen Sie, dass 2 starr ist.

Gilt die Umkehrrichtung auch?

(b) Beweisen oder widerlegen Sie, dass die folgenden Strukturen starr sind.
(i) R = (R, +)

4 -
(i) &= (V.E): |

1 —> 2

(iv) A = (Z,<,P,Q), wobei P = 5Z und Q = 67Z

Aufgabe 2 10 Punkte

Beweisen oder widerlegen Sie jeweils, dass die angegebenen Relationen in der gegebenen Struktur
elementar definierbar sind.

(a) Die Menge Q> in (Q, ).

(b) Die Menge 3N in (N, +).

(c) Die Relation {(a,b) : ggt(a,b) # 1} in (N, +,-).2
(d) Die Menge {0,1,2} in (N, <)

() {(a,b) : [a—b[ = 3} in (Q, <)

Aufgabe 3 3 + 6 + 4 Punkte

Seien 2, B 1-Strukturen mit 2 C B. A heildt elementare Substruktur von 25 (geschrieben 2 < B), falls
fur jede Formel @(z1,...,2;) € FO(T) und alle ay, ..., a, € A gilt:

AF ¢(ai,...,a;) genau dann, wenn B F @(aq,...,a).

'https://www?3.elearning.rwth-aachen.de/ss18/18ss-19268/
2ggt(a, b) bezeichnet den grofiten gemeinsamen Teiler von a und b.

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS18/



(a) Beweisen oder widerlegen Sie jeweils die folgenden Aussagen fiir beliebige T-Strukturen 2, 5, ¢:
(1) Wenn2A C B < Cund A < €, dann A < *B.
(i) Wenn 2 C B und A = B, dann 2 < 8.

(b) Sei T relational und (2, )nen eine elementare Kette von T-Strukturen, das heifst 2; < 2; fiir alle
i < j. Wir definieren 2 := U,,eny 2n := (Upen Ans (Uneny B) rer)-

Zeigen Sie, dass 20, < 2 fiir alle n € N gilt.

(c) Seien2A C B zwei t-Strukturen. Beweisen Sie: Es gilt 2 < B genau dann, wenn fiir jede FO(1)-
Formel @(z1,...,2zk,y) und alle ay,...,a; € A gilt: Wenn B F Jyoe(ay,...,ax,y), dann gilt
bereits B F @(aq,...,ax,a) fireina € A.

Aufgabe 4 2 + 6 Punkte

Sei T eine endliche Signatur und 2 eine T-Struktur. Wir definieren die Relation ~ C A x A, so dass fiur
alle a,b € A gilt a ~ b genau dann, wenn es einen Automorphismus 7t: 2 — 2 mit 71(a) = b gibt.

(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

(b) In dieser Aufgabe ist 2 eine endliche T-Struktur. Bezeichne k := |A/~| die Anzahl der Aquiva-
lenzklassen von ~. Beweisen Sie, dass

[{X C A: X ist in 2 elementar definierbar}| = 2",

Aufgabe 5* 10* Punkte

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass jeder erfiillbare FO-Satz ein abzahlbares Modell besitzt. Sei T
eine beliebige Signatur, 79 C T eine endliche Teilmenge und ‘B eine To-Struktur.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jede nicht-leere endliche Teilmenge M C B eine abzdhlbare minimale Sub-
struktur 2A; C ‘B existiert, deren Universum M enthilt. (Mit anderen Worten: Die von M
induzierte Substruktur ist abzdhlbar.)

(b) Sei @ = Va1 ---Vapn € YFO(1p) ein Satz, wobei 1 quantorenfrei ist. Zeigen Sie, dass B F ¢
genau dann gilt, wenn %A s F @ fiir alle nicht-leeren endlichen Teilmengen M C B gilt.

(c) Verwenden Sie (a) und (b) sowie den Satz tiber die Skolem-Normalform aus der Vorlesung, um
zu zeigen: Ist p € FO(T) ein erfiillbarer Satz, so besitzt 1 ein abzéhlbares Modell.

(d) Hat auch jede erfiillbare Satzmenge & C FO(T) stets ein abzihlbares Modell?

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS18/



