Mathematische Logik
SS 2019

Prof. Dr. Erich Gradel

Mathematische Grundlagen der Informatik
RWTH Aachen



©@®SG

This work is licensed under:

http:/ /creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/
Dieses Werk ist lizenziert unter:

http:/ /creativecommons.org/licenses /by-nc-nd /3.0/de/

© 2019 Mathematische Grundlagen der Informatik, RWTH Aachen.
http:/ /www.logic.rwth-aachen.de



Inhaltsverzeichnis

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

2.1
22
2.3
24
25
2.6

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
43

Notation und Konventionen

Aussagenlogik

Syntax und Semantik der Aussagenlogik . . . ... ... ...
Boolesche Funktionen und Normalformen . . . ... ... ..
Horn-Formeln. . . .. ...... ... ... ...........
Der Kompaktheitssatz der Aussagenlogik . .. ... ... ..
Aussagenlogische Resolution . . . ... .............
Der aussagenlogische Sequenzenkalkdil . . . . ... ... ...

Syntax und Semantik der Pradikatenlogik

Strukturen . . . . . ... L Lo
Ein Zoo von Strukturen . . . . ... ... ... .. ...
Syntax der Pradikatenlogik . . . ... ............ ..
Semantik der Pradikatenlogik . . ... ... .... ... ...
Normalformen . .. ... .. ... ... ... ..........

Spieltheoretische Semantik . . . ... ... ...........

Definierbarkeit in der Pradikatenlogik

Definierbarkeit . . ... ... ... ... ... .. . L.
Das Isomorphielemma . . . . ... ................
Theorien und elementar dquivalente Strukturen . . . . . . ..
Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele . . ... ...............

Vollstandigkeitssatz, Kompaktheitssatz, Unentscheidbarkeit

Der Sequenzenkalkill . ... ............. ... ...
Der Vollstandigkeitssatz . . . . .. ................
Der Beweis des Vollstandigkeitssatzes . . . . .. ... ... ..

10
15
17
24
31

39
40
42
47
52
56
64

73
73
77
81
83



4.4 Der Kompaktheitssatz, Axiomatisierbarkeit und Grofie von

Modellen. . . .. ... ... .. . 109
4.5 Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik . .. ... ... ... 115
5 Modallogik, temporale Logiken und monadische Logik 121
5.1 Syntax und Semantik der Modallogik . . . .. ... ... ... 121
52 Bisimulation . . . . ... ... ... .. oL o 125
5.3 Abwicklungen und Baummodell-Eigenschaft . .. ... ... 130
5.4 Temporale Logiken . . . . . ... ....... ... ....... 131
5.5 Monadische Logik . . ... ....... ... ....... ... 137

Symbols (glossaries) 139



4 Vollstandigkeitssatz, Kompaktheitssatz
und Unentscheidbarkeit der
Pradikatenlogik

4.1 Der Sequenzenkalkiil

Wie bereits in Abschnitt 1.6 fiir die Aussagenlogik beschrieben, konnen
wir mit dem Sequenzenkalkiil ein Verfahren angeben, das Beziehun-
gen zwischen Formeln algorithmisch tiberpriift. Wir erweitern den
Sequenzenkalkiil nun auf die Pradikatenlogik.

Eine Schwierigkeit besteht dabei darin, Formeln mit freien Varia-
blen zu behandeln, z.B. weil eine Variable sowohl frei als auch gebunden
vorkommen kann. Durch Einfiihren neuer Konstantensymbole kénnen
wir uns auf die Betrachtung von Sétzen beschranken und so solche
Komplikationen vermeiden. Sei ¢ eine beliebige Signatur und seien
c1,Cy,... abzédhlbar viele, paarweise verschiedene und nicht in ¢ ent-
haltene Konstantensymbole. Wenn wir jede Formel ¢(xq, ..., x;) mit
den freien Variablen xy,...,x, durch den Satz (cy,...,c,) ersetzen,
dann konnen wir alle Fragen {iber Giiltigkeit, Erfiillbarkeit und die
Folgerungsbeziehung auf Satze reduzieren.

Im Folgenden bezeichnet o eine beliebige abzahlbare Signatur, und
T = ¢ UC fiir eine abzdhlbar unendliche Menge C von Konstanten,
welche nicht in ¢ enthalten sind. Wenn von ¢ € FO(7) oder I' C
FO(7) die Rede ist, sind immer Sdtze bzw. Satzmengen gemeint, es sei
denn, wir deuten durch die Notation 1(x) explizit an, dass x in ¢ frei

vorkommt.

Definition 4.1. Eine Sequenz ist ein Ausdruck I' = A, wobei I', A endli-
che Mengen von Sétzen in FO(7) sind. Eine Sequenz I' = A ist giiltig,
wenn jedes Modell von I' auch ein Modell mindestens einer Formel
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4 Vollstindigkeitssatz, Kompaktheitssatz, Unentscheidbarkeit

aus A ist. Die Axiome des Sequenzenkalkiils sind alle Sequenzen der
Form I',y = A, 4. Die Schlussregeln sind dieselben wie beim aussa-
genlogischen Sequenzenkalkiil, erweitert um die Gleichheitsregel, die
Substitutionsregeln und die Einfithrungsregeln fiir die Quantoren 3
und V.

Die Gleichheitsregel lautet:
(=) It=t=A
o I'=A
Die Substitutionsregeln erlauben das Austauschen von Termen. Die

Schreibweise t = t deutet an, dass entweder t = ' oder ¢ = t benutzt

werden kann:

Lyp(t) = A
Lt=t,9t)=A

I'=Ap((t)
It=t = Ayp({)

(S =) (=9)

Hier stehen ¢, # fiir beliebige Grundterme aus T(7); ¥(x) ist eine
beliebige Formel aus FO(7), in der keine andere Variable als x frei
vorkommt, und ¥(t) ist die Formel, die man daraus durch Substitution
von ¢t fur x erhalt.

Die Korrektheit der Gleichheitsregel ist trivial. Es ist auch leicht
einzusehen, dass die Substitutionsregeln korrekt sind. Wir erlautern
dies fiir (= S): Sei I' = A, (t) eine giiltige Sequenz und 2 ein Modell
von I+ = t/. Zu zeigen ist, dass 2 dann entweder Modell einer Formel
aus A oder Modell von #(#') ist. Nehmen wir also an, dass in 2 alle
Formeln aus A falsch sind. Aber dann folgt A = (¢), denn T = A, ¢(t)
ist giiltig und 2 |=T. Da aber auch A =t = #/, folgt 2 = p(¢').

Die Einfiihrungsregeln fiir 3 und V haben folgende Form:

Lp(c) = A ) )

(F=) SETOEYN wenn c in T, A und ¢ nicht vorkommt.
I'= A y(t)

(=3) I'= A, 3xyp(x)
Lp(t) = A

(V=) I,Vxyp(x) = A

(=V) [=A9() , wenn ¢ in I, A und ¥ nicht vorkommt.

I'= A, Vxyp(x)
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4.1 Der Sequenzenkalkiil

Beispiel 4.2.

¢ Hier ist ein Beweis fiir die giiltige Sequenz IxVyRxy = Vy3IxRxy,
welcher die Anwendung der Quantorenregeln illustriert:

Red = Red

Red = JIxRxd
VyRcy = IxRxd

VyRcy = Yy3IxRxy
JxVyRxy = Yy3IxRxy

e Um die Sequenz Rfc,Vx(fx = x) = Rf fc abzuleiten, beginnt man
mit dem Axiom Rfc = Rfc. Wenn wir ¢(x) := Rfx wihlen, dann
ist dies die Sequenz Rfc = y(c). Mit der Regel (= S) kénnen wir
daraus die Sequenz Rfc, fc = ¢ = ¢(fc), also Rfc, fc = ¢ = Rffc
ableiten. Durch Anwendung der Regel (V =) erhalten wir daraus
eine Ableitung von Rfc, Vx(fx = x) = Rf fc.

Ubung 4.1. Beweisen Sie die Korrektheit der Quantorenregeln. Zeigen
Sie auch, dass in den Regeln (3 =) und (= V) die Bedingung, dass ¢
nicht in T, { und A vorkommt, nicht weggelassen werden kann.

Tabelle 4.1 fasst alle Regeln des Sequenzenkalkiils nochmals zu-
sammen. Die weiteren wesentlichen Begriffe konnen unmittelbar vom
aussagenlogischen Sequenzenkalkiil tibernommen werden. Die Menge
der ableitbaren Sequenzen ist die kleinste Menge, welche alle Axiome
umfasst und mit jeder Instanz der oberen Zeile einer Schlussregel auch
die entsprechende Instanz der unteren Zeile enthalt. Ein Beweis ist ein
beschrifteter Baum, so dass alle Blitter mit Axiomen, alle inneren Kno-
ten mit der Konklusion einer Schlussregel und deren Kinder mit den
Pramissen derselben Regel beschriftet sind.

Da die Axiome des Sequenzenkalkiils giiltig sind, und die
Schlussregeln giiltige Sequenzen immer in giiltige Sequenzen tiber-
fiithren, folgt, dass im Sequenzenkalkiil nur giiltige Sequenzen ableitbar
sind.

Satz 4.3 (Korrektheitssatz fiir den Sequenzenkalkiil). Jede im Sequen-
zenkalkiil ableitbare Sequenz ist giiltig.
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4 Vollstindigkeitssatz, Kompaktheitssatz, Unentscheidbarkeit

(=) = tr:; j s
62 TrEbgmEs C9) Trersager
) TsE o) T2a
vo) ML TS eV sk
(" =) rr,lpwkﬂﬁiAA (=0 2t A zpr/\:l; =
(0=) ~ ﬁr?:pwa 9 Z;&A:> G rr/jA::ijﬂ
(3=) % . (= 3) %
v =) % (= V) % .

*wenn c in I', A und ¢ nicht vorkommt

Tabelle 4.1. Die Regeln des Sequenzenkalkiils

4.2 Der Vollstandigkeitssatz

Die Vollstandigkeit des Sequenzenkalkiils ist nachgewiesen, wenn be-
wiesen ist, dass jede giiltige Sequenz ableitbar ist.

Stattdessen konnen wir allerdings auch die etwas nattirlichere For-
mulierung tiber die Ableitbarkeit von Sdtzen oder Sequenzen aus einer
Menge von Hypothesen (z.B. den Axiomen einer Theorie) betrachten.
Die Frage ist dann, welche Aussagen sich aus gegebenen Voraussetzun-
gen im Sequenzenkalkiil beweisen lassen. Mit dem Vollstdndigkeitssatz
wird bewiesen, dass das gerade die Aussagen sind, die semantisch aus
den Voraussetzungen folgen.

ABLEITBARKEIT IN THEORIEN. Aus dem Sequenzenkalkiil erhdlt man
den folgenden Ableitungsbegriff fiir Sitze oder Sequenzen aus einer
Hypothesenmenge.

Definition 4.4. Sei ® C FO(0) eine Menge von Sitzen. Ein Satz ¢
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4.2 Der Vollstindigkeitssatz

ist ableitbar aus dem Axiomensystem @ (kurz: ® - ¢), wenn eine
endliche Teilmenge I' von & existiert, so dass die Sequenz I' = ¥ im
Sequenzenkalkiil ableitbar ist. Eine Sequenz I' = A ist ableitbar aus &,
wenn es eine ableitbare Sequenz I', T’ = A gibt mit I" C .

Die Ableitbarkeit von Sequenzen und die Ableitbarkeit von ein-
zelnen Sétzen sind im Wesentlichen austauschbare Begriffe, denn die
Sequenz I' = A ist ableitbar aus ® genau dann, wenn ® - AT — \/ A.

Es gibt auch Satzmengen ® aus denen jeder Satz (der entsprechen-
den Signatur) ableitbar ist. Eine solche Menge nennen wir inkonsistent.
Aufgrund der Korrektheit des Sequenzenkalkiils sind inkonsistente
Mengen unerfiillbar.

Beispiel 4.5. Jede Menge, welche einen Satz und gleichzeitig auch dessen
Negation enthilt, ist inkonsistent. In der Tat kénnen wir jede Sequenz
der Form ¢, = = ¢ mit der Regel (— =) aus dem Axiom ¢ = 9, ¢
ableiten.

Wenn nicht jeder Satz aus & ableitbar ist, dann nennen wir @
konsistent. Nach Definition ist ® genau dann konsistent, wenn jede
endliche Teilmenge von ® konsistent ist.

Man beachte, dass Konsistenz und Ableitbarkeit () syntaktische
Begriffe sind, da sie sich auf Formelmengen und Sitze als sprachliche
Objekte und nicht auf ihre Bedeutung beziehen, da der Sequenzenkalkiil
rein syntaktische Ersetzungen ausfiihrt. Die zugehorigen semantischen
Begriffe sind die Erfiillbarkeit und die Folgerungsbeziehung (}=).

Der Korrektheitssatz fiir den Sequenzenkalkiil impliziert: Wenn
® I p, dann auch @ |= ¢. Der Vollstindigkeitssatz besagt, dass auch
die Umkehrung gilt.

Satz 4.6 (Vollstandigkeitssatz fiir den Sequenzenkalkiil). Fiir jede Satz-
menge & C FO(0) und jeden Satz ¢ € FO(r) gilt:

Q) PEY gdw. F p;

(ii) @ ist genau dann konsistent, wenn & erfiillbar ist.
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4 Vollstindigkeitssatz, Kompaktheitssatz, Unentscheidbarkeit

4.3 Der Beweis des Vollstandigkeitssatzes

Man beweist den Vollstandigkeitssatz, indem man fiir jede beliebige,
nicht aus @ ableitbare Sequenz I' = A ein Modell 2 von ® UT U -A
konstruiert. Dabei ist =A := {—¢ : € A}. Daraus erhilt man sofort
die beiden Aussagen des Vollstandigkeitssatzes:

(i) Wir wissen wegen der Korrektheit des Sequenzenkalkiils bereits,
dass @ |= ¢ aus ® + ¢ folgt. Wir zeigen die Kontraposition
der anderen Richtung. Wenn ® I/ ¢, dann ist insbesondere die
Sequenz @ = 1 nicht aus ® ableitbar. Die Existenz eines Modells
2A = & U {—y} bedeutet aber, dass P }~ ¢.

(ii) Wir wissen bereits, dass jede erftillbare Menge konsistent ist. Sei
umgekehrt ® konsistent. Dann gibt es ein ¢, so dass @ t# ¢ und
daher (nach (i)) auch @ }~ ¢. Also ist ® U {—¢} und daher insbe-
sondere @ erfiillbar.

Es bleibt also die Aufgabe, fiir jede nicht aus ® ableitbare Sequenz
I' = A ein Modell von ® UT U =A zu konstruieren.

Herbrandstrukturen und kanonische Modelle

Als Vorbereitung fiir die Modellkonstruktion behandeln wir Mengen
von atomaren Sitzen. Fiir jede Menge von atomaren Sétzen, die unter
Substitution abgeschlossen ist (d.h. alle semantisch folgenden atomaren
Aussagen bereits syntaktisch enthélt) konstruieren wir das sogenann-
te kanonische Modell. Dafiir definieren wir zunachst den Begriff einer
Herbrandstruktur.

Eine Herbrandstruktur besitzt genau die Elemente, die durch Ter-
me der gegebenen Signatur definierbar sind, und damit genau die
Elemente, die in jedem Modell jeder Satzmenge der Signatur existie-
ren miissen. Spater werden die Relationen gerade entsprechend der
gegebenen atomaren Sétze definiert.

Lediglich Gleichheiten definierbarer Elemente werden in unserer
Herbrandstruktur noch nicht erfiillt. Das kanonische Modell entsteht
daher als Faktorstruktur durch herausfaktorisieren der Gleichheiten.
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4.3 Der Beweis des Vollstindigkeitssatzes

Definition 4.7. Eine Herbrandstruktur zu einer Signatur T (die min-
destens ein Konstantensymbol enthilt) ist eine 7-Struktur ), deren
Universum die Menge aller Grundterme der Signatur 7 ist und deren
Funktionssymbole durch ihre natiirliche Operation auf den Termen
interpretiert werden: Fiir n-stelliges f € T ist fﬁ(tl, cetn) = fl -t
Die Interpretation der Relationssymbole aus 7 ist beliebig.

Eine Herbrandstruktur $) ist eine Struktur, deren Redukt auf die
Funktionssymbole gerade die Termalgebra tiber der leeren Variablen-
menge ist, also die die Menge der Terme zusammen mit den Operatio-
nen zur syntaktischen Konstruktion von Termen. Man beachte, dass in
$ jeder Grundterm durch sich selbst interpretiert ist: +? = t.

Beispiel 4.8. Sei T = {c, f} fiir ein Konstantensymbol ¢ und ein ein-
stelliges Funktionssymbol f. Eine Herbrandstruktur zur Signatur T
enthilt dann die Elemente c, fc, ffc usw., also alle Zeichenketten f"c
furn € N.

Sei . eine Menge von atomaren T-Sitzen. Mit $)(X) bezeichnen wir
die Herbrandstruktur mit folgender Interpretation der Relationssymbo-
le: Fuir n-stelliges R € T ist

RO®) ={(t,...,ty) : Rty - t, € Z}.

H(X) erfiillt also bereits alle Sitze der Form Rt - - - t, in X.

Im Allgemeinen ist £ (X) allerdings kein Modell von X: Seien ¢ und
t' zwei (syntaktisch) verschiedene Terme, so dass aber ¥ die Formel
t = t' enthilt. Dann ist $(Z) Modell von t # #' und daher kein Modell
von X. Es ist daher notwendig, Gleichheiten herauszufaktorisieren.

Wir konstruieren deshalb aus der Herbrandstruktur $(X) eine
Struktur, in der all jene Terme zusammengefasst werden, die geméf3
einem Satz in X gleich interpretiert werden sollen. Um die Relationen
und Funktionen der Herbrandstruktur zu erhalten, werden die Elemente
entsprechend einer Kongruenzrelation zusammengefasst.

Definition 4.9. Sei 2 eine 7-Struktur. Eine Kongruenzrelation auf 2 ist
eine Aquivalenzrelation ~ auf A, welche in folgendem Sinn mit den
Relationen und Funktionen von 2 kompatibel ist:
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4 Vollstindigkeitssatz, Kompaktheitssatz, Unentscheidbarkeit

(1) Ist f € T ein n-stelliges Funktionssymbol und ay, ...,a,4,b1 ..., by €
Amitay ~by,...,a; ~ by, so gilt:

Aay, ..., an) ~ by, ..., bn).

(2) Ist R € 7 ein n-stelliges Relationssymbol und ay, ..., a,,by,...,by €
Amitay ~by,...,a; ~ by, so gilt:

(a1,...,an) € R* gdw. (by,...,by) € R®.

Ist ~ eine Kongruenzrelation auf 2, so bezeichnen wir mit [a] :=

{b € A:a~ b} die Kongruenzklasse von a unter ~.

Wir wollen in der Herbrandstruktur die Elemente jeder Kongru-
enzklasse zusammenfassen. Die dabei entstehende Struktur ist wie folgt
definiert:

Definition 4.10. Sei 2 eine 7-Struktur und ~ eine Kongruenzrelati-
on auf 2. Die Faktorstruktur 20/~ ist die 7-Struktur mit Universum
{[a] : a € A} (der Menge der Kongruenzklassen von ~) und der folgen-
den Interpretation der Relations- und Funktionssymbole.

(1) Ist f € 7T ein n-stelliges Funktionssymbol und ay,...,a, € A, so
gilt:
(), [an]) = [ (a1, an)] -

(2) Ist R € T ein n-stelliges Relationssymbol und ay,...,a, € A, so
gilt:

([a1), ..., [an]) € R~ gdw. (ay,...,a,) € R®.

Man beachte, dass fﬂ/ ~ und R%*/~ wohldefiniert sind, da ~ eine
Kongruenzrelation ist.

Beispiel 4.11. Sei2 = (IN,+), n € N und ~ die Relation mita ~ b genau
dann, wenn 7 ein Teiler von a — b ist. Dann ist ~ eine Kongruenzrelation
auf 2. Die Faktorstruktur 2/~ ist isomorph zu ({0,...,n —1},+,),
wobei +; die Addition modulo n bezeichnet.
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4.3 Der Beweis des Vollstindigkeitssatzes

Wir konnen also fiir jede Kongruenzrelation die Faktorstruktur
bilden. In der Herbrandstruktur $(X) sollen Gleichheiten herausfakto-
risiert werden, also werden wir eine dafiir passende Kongruenzrelation
angeben. Dafiir muss bekannt sein, welche Gleichheiten in der Faktor-
struktur gelten sollen. Aus der Menge X von atomaren Sétzen folgen
moglicherweise auch Gleichheiten, die nicht explizit enthalten sind. Da-
her erweitern wir zunéchst die Menge X so, dass sie alle Gleichheiten
enthilt, die aus ¥ folgen. Der Abschluss unter Substitution ist eine
syntaktische Operation, die genau das gewihrleistet:

Definition 4.12. Eine Menge X von atomaren Sétzen in FO(t) ist abge-
schlossen unter Substitution, wenn fiir jede atomare Formel i (x) und alle
Grundterme t,t' € T(7) gilt:

(i) X enthélt die Gleichung t = t.
(ii) Wenn t = ' und ¥(t) zu = gehoren, dann auch y(t').

Beispiel 4.13. Sei 2 eine T-Struktur und ¥ die Menge aller atomaren
Sétze ¢, so dass 2 |= ¢. Dann ist X abgeschlossen unter Substitution,
da jeder atomare Satz, der beim Abschluss unter Substitution entsteht,
bereits von 2 erfiillt wird.

Wenn X unter Substitution abgeschlossen ist, konnen wir auf der Her-
brandstruktur (%) mithilfe der enthaltenen Gleichheiten eine Kongru-
enzrelation bilden.

Fiir beliebige Grundterme t,' € T(7) setzen wir:

t ~t gdw. ¥ enthilt die Formel t = ¢'.

Wir zeigen nun, dass ~ fiir unter Substitution abgeschlossene
Satzmengen tatsédchlich eine Kongruenzrelation ist, sodass wir die Fak-
torstruktur bilden konnen.

Lemma 4.14. Sei X abgeschlossen unter Substitution. Dann ist ~ eine
Kongruenzrelation auf $(X).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Nach
Bedingung (i) von Definition 4.12 ist ~ reflexiv. Sei nun ¢ ~ ' und
damit t = ¢’ € . Wenn 9(x) die Formel x = t ist, dann ist (¢) die
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4 Vollstindigkeitssatz, Kompaktheitssatz, Unentscheidbarkeit

Gleichung t = t und somit in 2. Nach Bedingung (ii) von Definition 4.12
enthdlt & dann auch y(t'); dies ist aber gerade die Gleichung ' = t.
Also folgt ' ~ t. Schliefllich nehmen wir an, dass t ~ ' und #' ~ #’. Sei
(x) die Formel ¢ = x. Also enthilt ¥ ¢(+') und daher auch y(t”); dies
ist aber die Gleichung t = t". Also t ~ t".

Es bleibt zu zeigen, dass ~ mit den Funktionen und Relatio-
nen von §)(X) kompatibel ist. Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol
und seien s ~ fy,...,5; ~ t;. Wir miissen zeigen, dass fs1---s, ~
fty---ty. Zu diesem Zweck sei ¢;(x) die Gleichung fsi---s, =
ft1---ti_qxsipq---sy furi = 1,...,n. Per Induktion zeigen wir, dass
i(ti) € Z.

Die Formel 1 (s1) ist einfach fs1---s; = fs1-- s, und daher in
Y. Also ist auch ¢y (t;) € X. Beachte nun, dass ¢;1(s;11) und ¢;(t;)
dieselbe Formel bezeichnen, namlich fsq - --s, = ft1 - - - t;5;11540 - - - Sy.
Nach Induktionsvoraussetzung gehort also 9; 11 (s;11) zu X, und daher
auch ;1 (t;11). Damit folgt, dass ¢, (t,) € X. Dies ist aber gerade die
Gleichung fsq -5y = ft1 -+ ty.

Schliefllich miissen wir zeigen, dass fiir jedes n-stellige Relations-
symbol R und s1 ~ fy,...,s, ~ t folgt:

H(Z) = Rsp -5y gdw. H(Z) = R -+ by

Die Argumentation ist wie bei den Funktionssymbolen, unter Verwen-
dung der Formeln ¢;(x) := Rty - - - ;_1XSj 11" - Sp. Q.E.D.

Wir kénnen also die Faktorstruktur 2A(X) := $(X)/~ bilden. Offen-
sichtlich wird in 2(X) jeder Grundterm # durch seine Kongruenzklasse
interpretiert: 2(%) = [t]. Somit erfiillt 2(Z) die in X enthaltenen Gleich-
heiten. Da bereits $(X) nach Definition genau die in ¥ definierten
relationalen Aussagen erfiillt, folgt:

Lemma 4.15. Fiir jeden atomaren Satz ¢ aus FO(7) gilt: A(X) E
P gdw. P € X.

2A(X) heiflt das kanonische Modell von X. Leider ldsst sich Lem-
ma 4.15 nicht direkt auf Mengen von nicht-atomaren Sitzen iibertragen.
Betrachte etwa die Menge ¥ := {t = ¢ : t ein Grundterm} U {3xRx}.
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4.3 Der Beweis des Vollstindigkeitssatzes

Diese Menge ist trivialerweise abgeschlossen unter Substitution, ent-
hélt aber keine Aussage der Form Rt. Daher ist R%(*) = @ und somit
2A(X) ¥ IxRx. Analoges gilt fiir die Menge {t = ¢ : t ein Grundterm} U
{Rx V Ry}. Man sieht aus diesen Beispielen, dass X neben der Abge-
schlossenheit unter Substitution noch weitere Abschlusseigenschaften
besitzen muss, damit 2A(Z) = X gilt.

Hintikka-Mengen und der Modell-Existenz-Satz

Bisher konnen wir das kanonische Modell fiir eine Menge von atomaren
Satzen konstruieren. Das Ziel ist weiterhin, fiir eine beliebige nicht aus ®
ableitbare Sequenz I' = A ein Modell von ® UT U —A zu erhalten. Dazu
erweitern wir die Mengen I' und A unter anderem um Teilformeln
der bereits enthaltenen Formeln, sodass am Ende fiir jede atomare
Teilformel bestimmte atomare Sitze (d.h. mit Grundtermen anstelle
von freien Variablen) in der Menge enthalten sind. Die Menge dieser
atomaren Sitze wird abgeschlossen sein unter Substitution, und damit
ein kanonisches Modell besitzen.

Um die Menge ® UT' U =A zu erweitern, konstruieren wir eine
unendliche Folge von Sequenzen I', = A, mit der Eigenschaft, dass aus
der neu hinzugefiigten Sequenz I', 11 = A, jeweils bereits ', = A,
ableitbar ist. Wann immer also eine Sequenz atomare Sitze enthélt, wird
sich daraus bereits mithilfe der Schlussregeln eine Sequenz mit den
zuvor schon enthaltenen, komplexeren Sitzen ableiten lassen. Diese
Konstruktion wird es am Ende erlauben, von den atomaren auf die
zusammengesetzten Sitze in der Menge zu schliefSen.

Um den Beweis zu vereinfachen, beschrianken wir uns auf reduzier-
te Sétze (d.h. solche, die aus den Atomen mittels V, = und 3 aufgebaut
sind). Obwohl wir im Sequenzenkalkiil auch Schlussregeln fiir A, —
und V angegeben haben, bedeutet die Reduktion auf reduzierte Satze
keine Einschrankung der Allgemeinheit: Sei etwa I'y = Ap eine nicht-
ableitbare Sequenz bestehend aus beliebigen Sitzen, und sei I' = A
die Sequenz, die wir erhalten, indem wir jeden Satz durch eine dquiva-
lente reduzierte Variante ersetzen.

Zundchst tiberlegt man, dass auch I'1 = A nicht ableitbar ist.
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Wir zeigen exemplarisch, dass die Ableitung einer Sequenz der Form
I,(yAp)= ANausT,iy = Aund T, ¢ = A mittels der Regel (A =)
simuliert werden kann durch eine Ableitung der dquivalenten Sequenz
I,=(=¢ V —¢) = A mit den Regeln (= —), (- =) und (= V):

Tp=A T,p=A
T= Ay [ =A-¢
I=A(-ypV-og)
T=(—pV—g) = A

Die Argumentation fiir Sequenzen mit Sétzen der Form ¢ — ¢ und
Vxip(x) ist analog.

Umgekehrt ist ein Modell von I' U =A nattirlich auch ein Modell
von I U —A’ und erbringt damit den Nachweis, dass I' = A’ nicht
korrekt ist.

Bei der Konstuktion der Mengen I';;, A;; sollen allen Sétze tiber der
gegebenen Signatur berticksichtigt werden, wobei in jedem Schritt eine
neue Formel einfliefSt. Dazu legen wir eine Aufzdhlung von Formeln
fest, anhand derer die jeweils ndchste zu behandelnde Formel bestimmt
wird.

Sei nun ® C FO(c), und sei T = o UC fiir eine abzdhlbar un-
endliche Menge C von neuen Konstantensymbolen. Wir fixieren eine
Aufzdhlung (¢, to), (¢1,11), ..., in der jedes Paar (¢, t), bestehend aus
einem Satz ¢ € FO(7) und einem Grundterm ¢ € T(7), unendlich oft
vorkommt, sowie eine Aufzdhlung o(xo), 1 (x1), ... aller atomaren
FO(7)-Formeln mit genau einer freien Variablen.

Wir definieren induktiv aufsteigende Folgen Iy C I'; C --- und
Ayp C Ay C --- wie folgt: Sei I'g := I' und Ag := A. Wir nehmen nun
an, I';, und A, seien bereits konstruiert und I';;, = A,, sei nicht aus ®
ableitbar.

(@) Sei @ eine Formel aus ® oder eine Gleichung t = t. Dann setze
Iyi1:=Tn @nund Ay 1= Ay
Die Sequenz I';, 11 = A, ist nicht aus @ ableitbar, denn sonst
wire auch I', = A, aus @ ableitbar.

(b) Sei ¢, von der Gestalt t = t. Wenn ¢, € I, und ein m € N
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existiert, so dass P, (t') € 'y, aber P, (t) € Ty, dann wihle das
kleinste solche m und setze I'; 1 := Ty, P () und A1 := Ay
Die Sequenz I',11 = A, ist nicht aus ® ableitbar, denn sonst
wire mit der Regel (S =) auch I'y,t = ¥, (¥') = A, ableitbar.
Da t = t' und 9, (#) bereits in ', enthalten sind, wére also ', =
Ay, ableitbar, im Widerspruch zur Induktionsannahme.

(c) Sei @y := —p. Wenn ¢, € I'y, dann setze I’ 1 := T und A, yq =
Au, . Wenn ¢, € Ay, dann setze Ty 1 := Ty, p und Ay g := Ay
Mit den Regeln (- =) und (= —) folgt, dass ', 1 = A, 41 nicht
aus @ ableitbar ist.

(d) Sei ¢, = p V& Wenn ¢, € I';, dann setzen wir A, := A, und
koénnen aufgrund der Regel (V =) entweder I';; 11 := Iy, ¢ oder
Iy41 = Ty, ® so widhlen, dass I';,11 = A, 41 nicht ableitbar ist.
Wenn ¢, € Ay, dann setzen wir I', 1 := T, und A1 = Ay, 9,0
und verwenden die Regel (= V).

(e) Sei ¢, von der Gestalt Ixip(x). Wenn ¢, € I';, dann wéhle ein ¢ €
C, welches in T, und A, nicht vorkommt. Setze I',, 1 := Ty, 9(c)
und A, 41 = Ay. Die Sequenz I',,1 = A, 41 ist nicht ableitbar;
andernfalls wire (da ¢ in ®,T;, und A, nicht vorkommt) mit der
Regel (3 =) auch I'y, Ixyp(x) = A, und damit I', = A, aus @
ableitbar.

Wenn ¢, € Ay, dann setze I', 1 : =T und A, 11 = Ay, P(tn). Mit
Regel (= 3) folgt, dass I';;;1 = Aj41 nicht ableitbar ist.

In allen anderen Fallen sei I';, 1 := I';, und A,41 := Ay. Man beachte,
dass aufgrund von Schritt (a) der Konstruktion ® C |J,,cn ' gilt.

Wir zeigen nun, dass die Folge der I';; = A, wie oben beschrieben
die Schlussregeln des Sequenzenkalkiils simuliert, und das kanonische
Modell der enthaltenen atomaren Sitze definiert werden kann.

Lemma 4.16. Die Mengen I'* := |J,,en I'n und A* := |J,,ey An besitzen
folgende Eigenschaften:
(1) T* und A* sind disjunkt.
(2) Die atomaren Sitze in I'* sind abgeschlossen unter Substitution
(gemaf Definition 4.12).
(8) Wenn —yp € T*, dann ist ¢ € A*. Wenn —p € A*, dann ist p € T'*.
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(4) Wenn ¢V ¢ € T'*, dann gehort ¢ oder & zu I'*. Wenn ¢ V ¢ € A*,
dann gehoren ¢ und ¢ zu A*.

(5) Wenn 3xyp(x) € T'*, dann gibt es einen Grundterm ¢, so dass (¢) €
I'*. Wenn Jxip(x) € A*, dann ist ¢(t) € A* fiir alle Grundterme ¢.

Beweis. Die Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Konstrukti-
on der Sequenzen I', = Ay:

(1) Wenn ¢ € T'* N A*, dann gibt es ein n € IN, so dass ¢ € I'; N A,,.
Aber dann wiére I';, = A, ein Axiom und somit ableitbar.

(2) Die Schritte (a), (b) in der Konstruktion garantieren, dass I'* alle
Gleichungen t = t enthélt sowie mit t = ¢/ und (¢) auch (') fiir
alle atomaren Formeln (x).

(3) Wenn —¢p € T'*, dann gibt es (da jeder Satz in der Aufzdhlung
®0, ¢1, - - - vorkommt) ein hinreichend grofses 1, so dass ¢, = —¢ €
I'y;. Nach Schritt (c) der Konstruktion folgt, dass i € A*. Der Fall,
dass —p € A*, wird analog behandelt.

(4) Wenn ¢ V & € IT'*, dann gibt es ein n, so dass ¢, = p V¢ € Ty.
Nach Schritt (d) ist entweder i oder @ in '), 1. Das Argument fiir
YV ¢ € A* ist analog.

(5) Wenn Jxip(x) in I'*, dann gibt es nach Schritt (e) ein ¢, so dass
P(c) € I'*. Wenn Jxp(x) € A* und ¢ ein beliebiger Grundterm ist,
dann gibt es hinreichend grofle n, so dass ¢, die Formel Jxy(x)
und ¢, der Term ¢t ist. Nach Konstruktion ist ¢(t,) € A,11. Q.E.D.

Definition 4.17. Sei I'*, A* ein Paar von Satzmengen welches die Eigen-
schaften (1) — (5) erfiillt. Dann heist I'* U =A* eine Hintikka-Menge.

Die Sequenzen I'; = A, wurden als Erweiterung der nicht aus
@ ableitbaren Sequenz I' = A konstruiert. Das Ziel, ein Modell von
® UT U —A zu konstruieren, ist also erreicht, wenn wir ein Modell der
Hintikka-Menge angeben konnen.

Satz 4.18 (Modell-Existenz-Satz). Jede Hintikka-Menge besitzt ein Mo-
dell.

Beweis. Sei T = I'* U -A* eine Hintikka-Menge und X die Menge aller
Atome in I'*. Nach Bedingung (2) ist & abgeschlossen unter Substitution.

106



4.3 Der Beweis des Vollstindigkeitssatzes

Wir behaupten, dass (%), die kanonische Struktur zu %, ein Modell
von T ist. Dazu beweisen wir per Induktion {iber den Formelaufbau,
dass fiir jeden Satz ¢ gilt:

e Istp eI, sogilt AX) = ¢;
o Ist ¢ € A*, so gilt A(X) = —.

(i) Fir atomare Sitze ist dies bereits bewiesen (Lemma 4.15).

(ii) Sei ¢ = —p. Wenn ¢ € I'*, dann ist ¢ € A*. Per Induktionsvor-
aussetzung folgt A(XZ) = —¢. Wenn ¢ € A*, dann ist ¢ € I'*, also
2A(X) = ¢ und daher A(XZ) = —¢.

(iii) Sei ¢ := ¢V 0. Wenn ¢ € T'*, dann ist entweder ¢ oder ¢ in I'* und
damit nach Induktionsvoraussetzung wahr in 2(2). Wenn ¢ € A*,
dann sind ¥ und ¢ in A*, also A(X) = —¢.

(iv) Sei ¢ = JxP(x). Wenn ¢ € T'*, dann gibt es ein t, so dass ¢(t) € ™.
Also gilt per Induktionsvoraussetzung 2(X) = ¢(t) und daher
A(X) = dxyp. Wenn Ixp € A*, dann ist fir alle t (t) € A*
und daher per Induktionsvoraussetzung 2(X) |= —¢(¢). Da jedes
Element von 2(X) einen Grundterm interpretiert, folgt 2(X) |=
—3xyp(x). Q.E.D.

Wir sind ausgegangen von einer Satzmenge ® und einer nicht
aus @ ableitbaren Sequenz I' = A. Wir haben daraus eine unendli-
che Folge von Sequenzen I';, = A, konstruiert und so eine Hintikka-
Menge T := U en IT'n U Upen —Asn erhalten, welche @ UT U —A enthailt.
Wir haben schliefilich gezeigt, dass das kanonische Modell der Atome
einer Hintikka-Menge ein Modell der gesamten Hintikka-Menge ist.
Insbesondere folgt also, dass ® UT U —A erfiillbar ist. Damit ist der
Vollstandigkeitssatz bewiesen.

Uberabzihlbare Signaturen. Wir haben hier den Vollstandigkeitssatz nur
fiir abzédhlbare Signaturen bewiesen. Er gilt aber auch fiir beliebige Si-
gnaturen (siehe etwa: H.-D Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas, Einfiihrung
in die Mathematische Logik, 5. Auflage, Spektrum Akademischer Verlag,
2007, Kapitel 5).
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Die Menge aller Terme tiiber einer abzdhlbaren Signatur ist selbst
abzahlbar. Das im Beweis des Vollstandigkeitssatzes konstruierte Modell
einer konsistenten Satzmenge ist also abzdhlbar. Damit erhalten wir
unmittelbar eine interessante, rein semantische Folgerung.

Satz 4.19 (Absteigender Satz von Lowenheim-Skolem). Jede erfiillbare,
abzdhlbare Satzmenge hat ein abzédhlbares Modell.

Der Vollstandigkeitssatz hat auch eine interessante algorithmische
Konsequenz. Wie jeder Beweiskalkiil erlaubt auch der Sequenzenkalkiil
die systematische Generierung aller ableitbaren Objekte. Aus dem Voll-
standigkeitssatz folgt demnach, dass es einen Algorithmus gibt, der alle
allgemeingiiltigen FO(7)-Sédtze aufzihlt. Dies bedeutet allerdings nicht,
dass man einen Algorithmus zur Verfligung hitte, mit dem man zu
jedem vorgelegten FO(T)-Satz entscheiden konnte, ob dieser allgemein-
gliltig ist: Sei etwa ¢ der gegebene Satz. Man kann nun systematisch
alle allgemeingtiltigen Sdtze @g, @1, ... aufzdhlen. Wenn 1 tatsdchlich
allgemeingiiltig ist, wird man irgendwann ein ¢; := ¢ erhalten und
hat damit die richtige Antwort. Wenn aber ¢ nicht allgemeingiiltig ist,
dann kann man dies durch ein solches Aufzahlungsverfahren nicht
feststellen.

Schnitt-Elimination. Sequenzenkalkiile gibt es in vielen verschiede-
nen Varianten. Interessant ist insbesondere die Erweiterung um die
sogenannte Schnittregel:

le=A T=A¢
I'=A

Diese Regel ist eine Variante des Modus Ponens, welcher in anderen
Beweiskalkiilen verwendet wird und die Ableitung von ¢ erlaubt, wenn
vorher ¢ und ¢ — ¢ bewiesen wurden. Die Schnittregel erlaubt es,
aus langeren Sequenzen kiirzere abzuleiten. Beweise mit Schnittregel
konnen sehr viel kiirzer sein als solche ohne Schnitte, aber eine syste-
matische Beweissuche und -analyse ist kaum mehr moglich. Gentzen
formulierte seinen Sequenzenkalkiil urspriinglich mit Schnittregel und
bewies dann seinen bertihmten Schnitt-Eliminationssatz, welcher besagt,
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dass beliebige Beweise durch solche ohne Schnitte simuliert werden kon-
nen. Da wir hier direkt die Vollstandigkeit des Sequenzenkalkiils ohne
Schnittregel bewiesen haben, kann man sich diesen (sehr aufwendigen)
Beweis sparen.

4.4 Der Kompaktheitssatz, Axiomatisierbarkeit und Grofie von
Modellen

Der Vollstandigkeitssatz schafft eine Briicke zwischen Syntax und Se-
mantik der Pradikatenlogik und erlaubt es, Eigenschaften der Ablei-
tungsbeziehung und der Konsistenz (also syntaktischer Begriffe) auf die
Folgerungsbeziehung und die Erfiillbarkeit (also semantische Begriffe)
zu lbertragen. Die wichtigste Folgerung aus dem Vollsténdigkeitssatz
ist der Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz.

Nach dem (mithilfe des Vollstandigkeitssatzes) sehr einfachen Be-
weis werden wir einige Folgerungen des Kompaktheitssatzes betrachten.
Insbesondere ergeben sich einige Techniken zum Beweis der Nicht-
Axiomatisierbarkeit, die wir in diesem Abschnitt erliutern.

Satz 4.20 (Kompaktheitssatz der Pradikatenlogik). Fiir jede Menge
® C FO(7) und jedes ¢ € FO(1)
(i) @ = ¥ genau dann, wenn eine endliche Teilmenge &y C P existiert,
so dass ®g = ¢.

(ii) P ist genau dann erfiillbar, wenn jede endliche Teilmenge von &
erfiillbar ist.

Beweis. Aus der Definition der Ableitungsbeziehung folgen die entspre-
chenden syntaktischen Aussagen unmittelbar:

(i) ® F ¢ genau dann, wenn ¥y - ¢ fiir eine endliche Teilmenge
Py C D

(if) @ ist genau dann konsistent, wenn jede endliche Teilmenge von &
konsistent ist.

Da nach dem Vollstandigkeitssatz eine Formelmenge genau dann erfiill-
bar ist, wenn sie konsistent ist, und die Folgerungsbeziehung |= mit der
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Ableitungsbeziehung - zusammenfallt, ergeben sich die semantischen
Aussagen des Kompaktheitssatzes. Q.E.D.

In Kapitel 3.1 haben wir gesehen, dass die Klasse aller Korper
mit Charakteristik p durch den Satz PKorper N\ Xp endlich axiomatisiert
wird, wobei Pggrper die Konjunktion der Kérperaxiome und ), der Satz
1+---+1=0ist.

e
p-mal
Fir Korper der Charakteristik 0 haben wir das unendliche Axio-

mensystem

Dy = {IPKérper} U {_‘Xp 'p Primzahl}

angegeben. Aus dem Kompaktheitssatz konnen wir nun folgern, dass
jedes Axiomensystem fiir diese Klasse unendlich sein muss.

Satz 4.21. Die Klasse der Korper der Charakteristik 0 ist nicht endlich

axiomatisierbar.

Beweis. Sei ¢ € FO(T,r) ein beliebiger Satz, welcher in allen Kérpern
der Charakteristik 0 gilt; also @ |= . Aus dem Kompaktheitssatz folgt,
dass es eine Primzahl g gibt, so dass bereits

{¥korper} U{=xp : p < g, p Primzahl} |= ¢.

Also gilt i auch in allen Korpern mit hinreichend grofler Charakteristik
und axiomatisiert somit nicht die Kérper der Charakteristik 0.  Q.E.D.

Weitere Uberlegungen, wieder mit Hilfe des Kompaktheitssatzes,
erlauben uns, Aussagen tiber die Existenz von unendlichen und so-
gar beliebig grofien Modellen eines Axiomensystems zu treffen. Dazu
definieren wir zunichst Begriffe, die den Vergleich von Groien von
Modellen erlauben.

Definition 4.22. Seien A, B zwei Mengen. Wir sagen, dass A mindestens
so michtig wie B ist (kurz: |A| > |B|), wenn eine injektive Funktion
f: B — A existiert. Weiter sagen wir, dass A und B gleich michtig sind
(kurz: |A| = |B|), wenn eine bijektive Funktion f : A — B existiert.
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Fiir eine Menge A bezeichnen wir mit Pot(A) := {B: B C A} die
Potenzmenge von A.

Satz 4.23. Keine Menge ist gleich méachtig zu ihrer Potenzmenge.

Beweis. Wir zeigen, dass keine Funktion f : A — Pot(A) surjektiv sein
kann. Zu diesem Zweck betrachten wir fiir ein beliebiges solches f die
Menge By :={a € A:a ¢ f(a)}.

Wir behaupten, dass By nicht im Bild von f ist. Sonst ware f(b) =
B I fiir ein b € A. Dies kann aber nicht sein, da dann

be f(b) gdw. b € By gdw. b ¢ f(b).

Die erste Aquivalenz folgt da f(b) = B ¢, die zweite aus der Definition
von By. Q.E.D.

Satz 4.24 (Aufsteigender Satz von Léwenheim-Skolem). Sei & C FO(t)

eine Satzmenge.

(i) @ besitze beliebig grofse endliche Modelle (d.h. fiir jedes n € IN
gibt es ein Modell 2 = ® mit endlichem 2 und || > n). Dann hat
@ auch ein unendliches Modell.

(ii) P besitze ein unendliches Modell. Dann gibt es zu jeder Menge M
ein Modell © |= @ iiber einem Universum D, welches mindestens
so machtig wie M ist.

Beweis. (i) Sei ® := ® U {¢>, : n € N}, wobei

Qon = 3In N\ ox Ay

1<i<j<n

Die Modelle von @ sind gerade die unendlichen Modelle von ®.
Es gentigt zu zeigen, dass jede endliche Teilmenge ®y C © erfiill-
bar ist, denn mit dem Kompaktheitssatz folgt dann, dass auch ®
erftllbar ist. Fiir jedes endliche ®y C © gibt es aber ein np € IN, so
dass @y C ®U {¢>y : n < ny}. Da nach Voraussetzung @ beliebig
grofe endliche Modelle hat, ist ® erfiillbar.
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(ii) Sei @ C FO(t) und sei {c,, : m € M} eine Menge von paarweise
verschiedenen Konstantensymbolen, welche nicht zu 7 gehoren.
Setze

O:=dU{cy #cn:mmn e M,m#n}.

Wir zeigen, dass @ erfiillbar ist. Wegen des Kompaktheitssatzes
gentigt es zu zeigen, dass fiir jede endliche Teilmengen My C M
die Formelmenge

Oy :=PU{cym #cn:mn e My,m #n}

erfiillbar ist.

Nach Voraussetzung gibt es ein unendliches Modell B |= ®. Da
My endlich ist, konnen wir in B paarweise verschiedene Elemente
by, fur alle m € My auswéahlen. Sei 2 die Expansion von ‘B durch
die Konstanten ¢t := by, fir m € My. Offensichtlich gilt 2 |= ©.
Damit ist gezeigt, dass © erfiillbar ist. Sei ® ein Modell von ©
mit Universum D. Die Abbildung f : M — D mit f(m) = c5 ist
injektiv, da fiir m # n aus M gilt: © |= ¢y # cy. Da ® = O, gilt
insbesondere auch © = .

Q.E.D.

Folgerung 4.25. Die Klasse aller endlichen 7-Strukturen ist nicht FO-
axiomatisierbar.

Ebenso folgt, dass die Klasse aller endlichen Gruppen, die Klasse
aller endlichen Korper, die Klassen aller endlichen Graphen etc. nicht
FO-axiomatisierbar sind.

Wir erinnern daran, dass die Theorie Th(2l) einer T-Struktur 2 aus
allen Sitzen ¢ € FO(T) mit 2 |= ¢ besteht, und dass zwei Strukturen
2, B elementar dquivalent sind (kurz: 2 = B), wenn sie die gleiche
Theorie haben.

Lemma 4.26. {8 : 2 = B} ist die kleinste axiomatisierbare Modellklas-
se, die 2 enthalt.
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Beweis. Offensichtlich ist {8 : A = B} = Mod(Th(2()) und somit
axiomatisierbar. Wenn 2 |= @ und B = 2, dann gilt offensichtlich auch
B = &. Also gilt fiir alle ® C FO(7): Wenn A € Mod(®), dann ist
{B:A =3B} CMod(D). Q.E.D.

Nach dem Isomorphielemma sind isomorphe Strukturen auch
elementar dquivalent. Die Umkehrung gilt fiir unendliche Strukturen

im Allgemeinen nicht.

Satz 4.27. Sei 2 eine unendliche Struktur. Dann gibt es eine Struktur
B mit A = B, aber A ¥ B. Insbesondere ist die Isomorphieklasse
{B : A = B} von A nicht axiomatisierbar in der Pradikatenlogik.

Beweis. Th(2) besitzt ein unendliches Modell, und deshalb nach dem
aufsteigenden Satz von Lowenheim-Skolem auch ein Modell B, das
mindestens die Machtigkeit der Potenzmenge Pot(A) von A hat. Nach
Satz 4.23 ist B nicht gleich méchtig zu 2 und deshalb insbesondere
auch nicht isomorph zu 2. Da B |= Th(2) (und Th(2) vollstdndig ist),
ist aber B elementar dquivalent zu 2. Also liegt in jeder axiomatisier-
baren Modellklasse, welche 2 enthilt, auch eine zu 2 nicht-isomorphe
Struktur. Q.E.D.

NICHTSTANDARDMODELLE DER ARITHMETIK. Die Arithmetik ist die
Theorie Th(1) der Struktur 91 = (N, +, -,0,1). Ein Nichtstandardmodell
der Arithmetik ist eine Ta-Struktur, die zu Ot zwar elementar dquivalent
aber nicht isomorph ist.

Aus dem aufsteigenden Satz von Léwenheim-Skolem folgt: Es
gibt ein (liberabzédhlbares) Nichtstandardmodell der Arithmetik. Ein
schérferes Resultat liefert der folgende Satz von Skolem.

Satz 4.28 (Skolem). Es gibt ein abzahlbares Nichtstandardmodell der
Arithmetik.

Beweis. Sei ® := Th(M) U {c # n: n € N}, wobei c ein neues Konstan-
tensymbolist, 0:=0und n:=1+---+1fiirn > 1.

n-mal
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Jede endliche Teilmenge ¥y C P besitzt ein Modell % = (N, )
mit hinreichend grofem ¢ € IN. Also ist nach dem Kompaktheitssatz
P erfiillbar und hat daher nach dem Satz von Lowenheim-Skolem sogar
ein abzdhlbares Modell 8. Sei € = B | Tar (das durch Weglassen von
¢® definierte Redukt von 9). Da B |= Th(MN), ist N = €.

Es bleibt zu zeigen, dass kein Isomorphismus 7 : 9 — €
existiert. Fiir jeden solchen Isomorphismus 71 miisste gelten, dass
n(n) = n(n™) = n® fur alle n € N gilt. Da 7 surjektiv ist, gibt
esein k € N, so dass ¢® = (k) = k%. Damit erhalten wir einen Wi-
derspruch: Einerseits gilt B |= ¢ = k, aber andererseits, da die Formel
¢ # k in @ enthalten ist, auch B = ¢ # k. Q.E.D.

l"Jbung 4.2. Sei 2 ein abzidhlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik,
sei ¢(x,y) die Formel x # y A Jz(x +z = y) und sei (A, <¥) :=
(2, 9%).

(a) Zeigen Sie, dass (2, <*) ein Modell von Th(MN, <) ist (also ein
abzéhlbares Nichtstandardmodell der geordneten Arithmetik).

(b) Zeigen sie, dass (4, <21) keine Wohlordnung ist (also eine unendli-
che absteigende Kette enthalt).

(c) Beschreiben Sie die Ordnungsstruktur von (A, <%): Betrachten Sie
die Ordnung (B, <B) mit B =N x {0} UZ x Q>° und (a,b) <®
(a’,V"), wenn b < b’ oder wenn b = b’ und a < a’; also informell:
(B, <B) ist zusammengesetzt aus (IN, <) und dahinter abzéhlbar
vielen, dicht hintereinanderliegenden Kopien von (Z, <). Zeigen
Sie, dass es eine Einbettung von (B, <?) in (A, <*) gibt.

["Jbung 4.3. Zeigen Sie, dass es tiberabzdhlbar viele paarweise nicht-
isomorphe abzdhlbare Modelle der Arithmetik gibt.

Hinweis: Sei ¢(x,y) := 3z(x - z = y). Die Primteiler eines Elements
a eines Nichtstandardmodells 2 der Arithmetik seien die Primzahlen
p € N, so dass 2 = ¢[p, a]. Zeigen Sie, dass es zu jeder Menge Q von
Primzahlen ein abzihlbares Nichtstandardmodell 2 der Arithmetik gibt,
welches ein Element a enthélt, dessen Primteiler genau die Elemente

von Q sind.
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WARUM DER KOMPAKTHEITSSATZ SO HEISST. Sei T eine beliebige Signa-
tur und S die Menge aller vollstandigen T-Theorien. Wir definieren eine
Topologie auf S, deren Basis aus den Mengen Oy := {T € S: ¢ € T}
fiir alle Satze ¢ € FO(T) besteht. Man beachte, dass Oy N Op = Oyppgp.
Fernerist S\ Oy ={T€S:¢p €T} ={T€S:~¢p T} =0y

Die Basis der Topologie besteht also aus offen-abgeschlossenen
Mengen. Zudem ist S hausdorffsch, d.h. je zwei verschiedene Punkte
lassen sich durch disjunkte Umgebungen trennen. Zu zwei beliebigen
vollstindigen Theorien T # T’ gibt es ndmlich einen Satz ¢ mit i €
T,~p € T und daher T € Oy, T € O-y und natiirlich Oy N Oy = @.

Die offenen Mengen von S sind die Mengen der Form Uyco Oy,
die abgeschlossenen diejenigen der Form N,co Oy (fiir beliebige Satz-
mengen ¢ C FO(1)).

Der Kompaktheitssatz besagt nun, dass der topologische Raum
S kompakt ist, d.h. dass jede offene Uberdeckung von S eine endliche
Teiltiberdeckung besitzt. Dies zeigt man wie folgt.

Jede offene Uberdeckung von S kann zu einer Uberdeckung der
Form Uyeo O, verfeinert werden (fiir eine geeignete Satzmenge ® C
FO(1)). Also ist @ = S\ Ugpew Op = Npecd O—p-

Daher lisst sich die Satzmenge {—¢ : ¢ € ®} nicht zu einer
vollstandigen Theorie erweitern und ist somit unerfiillbar. Nach dem
Kompaktheitssatz ist bereits {—¢ : ¢ € @} fiir ein endliches &) € ©
unerfiillbar. Folglich ist S = 5\ Nyea, O-9 = Upea, Op-

4.5 Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Das klassische Entscheidungsproblem der mathematischen Logik kann

auf verschiedene, dquivalente Weisen formuliert werden:

Erfiillbarkeit: Man konstruiere einen Algorithmus, welcher zu jeder
vorgelegten Formel der Pradikatenlogik entscheidet, ob sie erfiillbar
ist oder nicht.

Giiltigkeit: Man finde einen Algorithmus, welcher zu jeder Formel
der Pradikatenlogik entscheidet, ob sie allgemeingiiltig ist, d.h. ob
jede zu ¢ passende Interpretation ein Modell von 1 ist.
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Beweisbarkeit: Man konstruiere einen Algorithmus, welcher zu jeder
Formel ¢ € FO entscheidet, ob i (aus der leeren Hypothesenmen-
ge) ableitbar ist. (Hier wird ein fester, vollstindiger Beweiskalkiil
fur die Pradikatenlogik zugrunde gelegt, z.B. der Sequenzenkal-
kiil).

Die Aquivalenz dieser Probleme ist unmittelbar einsichtig: Eine
Formel ¢ ist genau dann erfiillbar, wenn —¢ nicht allgemeingiiltig
ist, und nach dem Vollstindigkeitssatz ist eine Formel genau dann
allgemeingtiltig, wenn sie ableitbar ist.

Das klassische Entscheidungsproblem wurde zu Beginn des 20ten
Jahrhunderts von Hilbert formuliert und war Teil seines formalistischen
Programms zur Losung der Grundlagenprobleme der Mathematik.
Hilbert und Ackermann schrieben:

Das Entscheidungsproblem ist gelost, wenn man ein Verfah-
ren kennt, das bei einem vorgelegten logischen Ausdruck
durch endlich viele Operationen die Entscheidung tiber die
Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiillbarkeit erlaubt. (...) Das Ent-
scheidungsproblem muss als das Hauptproblem der mathe-
matischen Logik bezeichnet werden.

D. Hilbert, W. Ackermann: Grundziige der theoretischen Logik,
1. Auflage, Berlin 1928, S. 73ff.

In der Tat hitte eine positive Losung des Entscheidungsproblems
weitreichende Folgen fiir die Mathematik. Man kénnte dann, minde-
stens im Prinzip, zahlreiche offene Probleme der Mathematik (z.B. die
Riemann-Hypothese) durch Anwendung des Entscheidungsalgorith-
mus losen.

Fuir gewisse Teilklassen der Pradikatenlogik konnen solche Entschei-
dungsalgorithmen angegeben werden.

Ubung 4.4. Man konstruiere einen Algorithmus, welcher das Erfiill-
barkeitsproblem fiir Formeln 16st, deren Signatur ausschliefdlich aus
monadischen (d.h. einstelligen) Relationssymbolen besteht.

Hinweis: Man zeige, z.B. mit Hilfe des Ehrenfeucht-Fraissé-Spiels,
dass jede erfiillbare Formel mit Quantorenrang m und g monadischen
Relationssymbolen ein Modell mit hochstens 1 - 29 Elementen besitzt.
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I"Jbung 4.5. Zeigen sie, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir Formeln der
Gestalt Jxq ... 3x,Vy; ... Vys¢ entscheidbar ist, wobei ¢ quantorenfrei
und relational sein soll.

Hinweis: Zeigen Sie, dass jeder erfiillbare Satz dieser Gestalt ein
Modell mit hochstens r Elementen besitzt.

Ubung 4.6. Zeigen Sie, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir existentielle
Formeln (mit beliebiger Signatur) entscheidbar ist.

1936/37 haben Church und Turing unabhingig voneinander be-
wiesen, dass das Entscheidungsproblem nicht algorithmisch losbar ist.
Im Gegensatz zur Aussagenlogik ist das Erfiillbarkeitsproblem fiir die
Pradikatenlogik also unentscheidbar.

Wir beweisen die Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik, indem
wir ein bekanntes unentscheidbares Problem, das Postsche Korrespon-
denzproblem, auf das Giiltigkeitsproblem fiir FO reduzieren.

Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP). Unter dem PCP versteht man

das folgende Entscheidungsproblem.

Gegeben: Eine Folge F = (u1,v1),..., (g, v) von Wortpaaren mit
u;,v; € {0,1}*

Frage: Gibt es eine Indexfolge iy,...,i so dass u; ---u; = v; ---v;?
(Eine solche Indexfolge nennen wir eine Losung fiir F.)

Es ist bekannt (und wird z.B. in der Vorlesung Berechenbarkeit und

Komplexitit bewiesen), dass es keinen Algorithmus gibt, der das PCP

lost.

Satz 4.29 (Post). Das PCP ist unentscheidbar.

Wir zeigen, dass man Eingaben fiir das PCP durch einen Redukti-
onsalgorithmus in FO-Formeln transformieren kann, so dass die gegebe-
ne PCP-Eingabe genau dann eine Losung zuldsst, wenn die resultieren-
de FO-Formel allgemeingiiltig ist. Daraus folgt, dass kein Algorithmus
die Gtiltigkeit von FO-Formeln entscheiden kann. Gébe es ndmlich einen
solchen Entscheidungsalgorithmus, dann kénnte man das PCP 16sen,
indem man PCP-Eingaben mit dem Reduktionsalgorithmus auf FO-
Formeln transformiert und dann mit dem Entscheidungsalgorithmus
bestimmt, ob die erhaltene Formel allgemeingiiltig ist.
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Satz 4.30 (Church, Turing). Das Giiltigkeitsproblem (und damit auch
das Erfiillbarkeitsproblem) der Pradikatenlogik ist unentscheidbar.

Beweis. Wir zeigen, dass man zu jeder Eingabe F = (u1,v1), ..., (4, vg)
fiir das PCP effektiv einen FO-Satz i konstruieren kann, so dass gilt:

Yr ist allgemeingiiltig gdw. es gibt eine Losung fiir F.

Die Signatur T von ¢r besteht aus einem Konstantensymbol c,
einstelligen Funktionssymbolen fy und f; und einem zweistelligen
Relationssymbol P.

In jeder T-Struktur interpretieren wir c als das leere Wort ¢, und
fow (bzw. fiw) als das Wort, das durch Anhidngen von 0 bzw. 1 am
Wortanfang entsteht (also Ow bzw. 1w). So kann jedes Wort w =
wowq - - Wy—1 € {0,1}* durch den Term ty(x) = fuwfw, = fwn X
reprasentiert werden. Dabei ist garantiert, dass jede T-Struktur fiir jedes
endliche Wort tiber {0,1} ein Element enthilt (im Allgemeinen sind
diese Elemente nattirlich nicht zwingend verschieden). Um, im Fall dass
Yr allgemeingiiltig ist, eine Losung der PCP-Instanz zu konstruieren,
werden wir allerdings eine Struktur verwenden, deren Elemente genau
die endlichen {0,1}-Waorter sind.

P soll entsprechend dieser Zuordnung alle Paare von Wortern
(u,v) enthalten, die mit den Paaren (u;, v;) gebildet werden kénnen.

Die Formel

¢ := N\ P(tyc, ty,0)

1>~

1

sagt somit aus, dass jedes vorgegebene Wortpaar (u;,v;) gebildet wer-
den kann.
Die Bedingung folgt dann mit
k
0 = VxVy(Pxy — /\ P(tyx, to;y)),
i=1

denn ¢ bedeutet, dass, wenn ein Wortpaar (x,y) aus den (u iy vj) gebil-
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detet werden kann, dann auch das Paar (u;x, v;y), das durch Anhéngen

an (u;,v;) entsteht.

Die PCP-Instanz besitzt in dieser Darstellung eine Losung, genau
dann, wenn auf diese Art auch ein Wortpaar (x, x) gebildet werden
kann. Die Losbarkeitsbedingung wird dann durch die Formel

Yr:= (¢ N 9) — IxPxx

ausgedriickt.

Nehmen wir zundcht an r sei giiltig. Dann gilt ¢ in jeder zu der
Formel passenden Struktur, insbesondere also in A = (4,¢, fo, f1,P)
mit

A:={0,1}",
¢ := ¢ (das leere Wort),
fo(w) := Ow fiir alle w € {0,1}",
f1(w) := 1w fiir alle w € {0,1}* und
P:={(u,v): esgibtiy,..., i mit

u=uj--ujund v =v; ---v; }.

Ein Wortpaar (u,v) ist also genau dann in P, wenn u mit derselben
Indexfolge aus den u; aufgebaut werden kann wie v aus den v;. Man
beachte, dass fiir jedes w € {0,1}* der Wert des Grundterms f,¢ in
2 gerade das Wort w selbst ist, d.h. [t,c]® = w. Also gilt A = ¢.
Weiter gilt [tutwc]® = uw fiir alle u,w € {0,1}*. Daher folgt 2 = ¢. Da
2 = ¢p, muss auch 2 |= IxPxx gelten. Also gibt es ein Wort z und eine
=v; -+ v;,dhiq, ..., 0 ist eine

Indexfolge iy, ..., i mitz = u;, - - - u;,

Losung fiir F.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass F eine Losung iy, . . ., i; besitzt.
Zu zeigen ist, dass 2 |= yr fiir jede zu Yr passende Struktur 2 =
(A, ¢, fo, f1, P). Wir nehmen also an, dass 2 = ¢ A ¢ (anderenfalls gilt
2 |= r ohnehin) und betrachten die Abbildung h : {0,1}* — A,
welche jedem Wort w € {0,1}* den Wert h(w) := [tyc]* zuordnet.
Insbesondere gilt h(e) = ¢, h(0w) = fo(h(w)) und h(1lw) = f1(h(w)).
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Da 2 = ¢, gilt (h(u;),h(v;)) € P firi =1,...,k. Wegen 2 |= ¢ gilt
furi=1,...,k, dass aus (x,y) € P auch (h(u;x),h(v;y)) € P folgt. Per
Induktion schlieBen wir, dass (h(uy, - - - u;,), h(v;, - - - v;,)) € P gilt, d.h.
fur die Losung w = u;, - - - u;, = v;, - - - v;, folgt (h(w), h(w)) € P. Damit
ist gezeigt, dass 2 |= JxPxx und somit A = Y. Q.E.D.
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