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0 Notation und Konventionen

In dieser Vorlesung ist 0 ein Element der nattirlichen Zahlen.

Um klar zwischen logischen Formeln und metasprachlichen Aussa-
gen und Beweisen tiber logische Formeln zu unterscheiden, ist es in der
Logik nicht tiblich, logische Junktoren und Quantoren (V, 3, —, A, V, =)
auflerhalb von Formeln zu benutzen. Das gleiche gilt fiir das Symbol
=, das in Kapitel 1 definiert wird und nicht mit dem Junktor — zu
verwechseln ist. An vielen Stellen bietet es sich an, metasprachliche

Aussagen in Prosa zu formulieren.






1 Aussagenlogik

1.1 Syntax und Semantik der Aussagenlogik

In dieser Vorlesung untersuchen wir verschiedene logische Systeme.
Eine besonders simple und bekannte Logik ist die Aussagenlogik, die
insbesondere in den Grundlagen der Informatik oft genutzt wird oder
implizit vorkommt.

Die Aussagenlogik (AL) untersucht Ausdriicke, die aus atomaren
Aussagen (den Aussagenvariablen) allein mit Hilfe der aussagenlo-
gischen Junktoren gebildet werden. Die Aussagenvariablen werden
interpretiert durch die Wahrheitswerte 0 (ftir falsch) und 1 (fiir wahr).

Fiir mathematische Zwecke ist die Aussagenlogik relativ uninter-
essant, da sie zu ausdrucksschwach ist. Viele grundlegende Aspekte
starkerer Logiken lassen sich jedoch im Kontext der Aussagenlogik
tibersichtlich behandeln und veranschaulichen. Viele der Konzepte, die
wir hier vorstellen, werden im spéteren Verlauf der Vorlesung fiir aus-
drucksstarkere Logiken verallgemeinert. Zudem ergeben sich in der
Aussagenlogik zahlreiche interessante algorithmische Probleme mit funda-
mentaler Bedeutung fiir die Informatik, so etwa die Komplexitit des
Erfiillbarkeitsproblems, die Suche nach effizienten Beweissystemen, so-
wie die Spezifikation und effiziente Berechnung Boolescher Funktionen.

Syntax

Formeln sind syntaktische Objekte, d.h. Worter (Zeichenketten) in ei-
ner formalen Sprache. Die Menge der aussagenlogischen Formeln ist
induktiv als Wortmenge tiber einem Alphabet definiert, welches aus
folgenden Symbolen besteht:

e einer festen Menge T von Aussagenvariablen,
¢ den Booleschen Konstanten 0, 1,
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e den aussagenlogischen Junktoren —, A, V und —,
¢ den Klammersymbolen (, ).

Meistens wird eine feste, abzahlbar unendliche Menge 7 =
{Xo, X1, Xz ...} von Aussagenvariablen zugrundegelegt. Fiir gewisse
Anwendungen der Aussagenlogik ist es jedoch sinnvoll, beliebige (auch
tiberabzdhlbare) Mengen T zuzulassen.

Definition 1.1. Die Menge AL der aussagenlogischen Formeln ist induktiv
definiert durch

(1) 0,1 € AL (die Booleschen Konstanten sind Formeln).

(2) T € AL (jede Aussagenvariable ist eine Formel).

(3) Wenn ¢, ¢ € AL, dann sind auch die Worter -, (¢ A @), (¢ V @)
und (¢ — ¢) Formeln aus AL.

Boolesche Konstanten und Aussagenvariablen nennen wir auch
atomare Formeln. Die Formel —¢ wird gelesen ,nicht ¢” und ist die
Negation von 1. Die Formeln (¢ V ¢), gelesen ,,i oder ¢“, und (¢ A @),
gelesen ,,i und ¢”, heifien die Disjunktion bzw. Konjunktion von 1 und
@. Wir nennen (¢ — ¢) die Implikation von i nach ¢ und lesen sie i
Pfeil ¢” oder ,ip impliziert ¢”.

Konventionen zur Notation von Formeln. Zur Verbesserung der Lesbarkeit
bedienen wir uns abkiirzender oder vereinfachender Schreibweisen.
Zum Beispiel werden wir in Formeln oft Klammern weglassen, welche
ftir das Verstandnis tiberfliissig sind. Wir vereinbaren, dass — starker
bindet als alle anderen Junktoren und dass A und V stirker binden
als —. So steht etwa p A =@ — ¢ fiir ((y A ~p) — ¢). AuBerdem
vereinbaren wir implizite Linksklammerung bei iterierten Disjunktionen
und Konjunktionen: ¥ A ¢ A7 steht fiir ((¢ A ¢) A ). Fiir iterierte
Konjunktionen und Disjunktionen iiber Formeln ¢y, ..., ¢, verwenden
wir die Schreibweisen Al ¢; und VI, ¢;.

INDUKTION UBER DEN FORMELAUFBAU. Jede Formel ¢ € AL ist ein Wort
iiber dem Alphabet I' := TU{0,1,—,A,V,—,(,)}, aber natiirlich ist
nicht jedes Wort aus I'* eine Formel. Definition 1.1 ist ein Beispiel fiir
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eine induktive (durch Konstruktionsregeln gegebene) Definition. Sie ist
so zu verstehen, dass aufler den nach den Regeln (1) — (3) festgeleg-
ten Formeln keine weiteren Zeichenketten aussagenlogische Formeln
sind. Mit anderen Worten: AL ist die kleinste Menge von Wortern aus
I'*, welche 0, 1 sowie alle Aussagenvariablen X € 7T enthilt, und die
unter der Regel (3) abgeschlossen ist, die also mit ¢ und ¢ auch die
Zeichenketten =, (P A @), (¢ V ¢) und (p — ¢) enthilt.

Der induktive Aufbau von Formeln erlaubt das Prinzip der struk-
turellen Induktion fiir Definitionen und Beweise. Induktionsbeweise
iiber den Formelaufbau folgen folgendem Muster. Um nachzuweisen,
dass alle Formeln in AL eine Eigenschaft E besitzen, zeigt man:

¢ Alle atomaren Formeln haben die Eigenschaft E.
e Haben ¢ und ¢ € AL die Eigenschaft E, so auch = und (¢ o ¢),
firo € {A,V,—}.

Mit diesem Beweisprinzip kann man leicht die eindeutige Lesbarkeit
von Formeln einsehen: Kein echtes Anfangssttick einer Formel ist selbst
eine Formel und daher kann man jede Formel auf genau eine Weise
gemdfl den Regeln (1) — (3) von Definition 1.1 in ihre unmittelbaren
Bestandteile zerlegen.

Daraus folgt insbesondere, dass induktive Definitionen tiber den
Formelaufbau eindeutig sind: So kénnen wir etwa die Tiefe d (i) einer
Formel ¢ € AL induktiv wie folgt definieren:

e d(y) := 0 fiir atomare ¢,
¢ d(~p) = dy) 41,
¢ d((p o 9)) := max(d(y),d(9)) +1.

Die Tiefe ist oft ein addquateres Mag fiir die Komplexitit einer Formel
als deren Léange. Eine Unterformel einer Formel ¢ € AL ist ein Teilwort
von 1, welches selbst eine Formel ist. Die Unterformeln von y :=
(Xl V X3) A (X2 V (X3 — _‘Xl)) sind

P, (X1 V X3), (X2 V (X3 — —X1)), (X3 = =Xq), ~X1, X1, X2, X3.

Die Tiefe von 1 ist 4.
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Ubung 1.1. Geben Sie eine induktive Definition fiir die Menge der
Unterformeln einer aussagenlogischen Formel an. Zeigen Sie:

(a) Formeln der Lange n haben hochstens n Unterformeln.

(b) Formeln der Tiefe n haben hochstens 2"+ — 1 Unterformeln.

(c) Es existieren fiir jedes n € IN Formeln der Tiefe n mit genau
21+1 _ 1 Unterformeln.

Ubung 1.2. Zeigen Sie, dass das Prinzip der eindeutigen Lesbarkeit von
Formeln erhalten bleibt, wenn wir die sog. polnische Notation verwenden,
welche ganz ohne Klammern auskommt. Die Regel (3) in Definition 1.1
wird dabei ersetzt durch

(8) Wenn ¢ und ¢ aussagenlogische Formeln sind, dann auch die
Ausdriicke ~¢, A, Vipp und — P¢.

Man zeige andererseits, dass die eindeutige Lesbarkeit nicht mehr
gewdhrleistet ist, wenn in Definition 1.1 die Klammern einfach wegge-
lassen werden, d.h. wenn mit ¢ und ¢ auch die Ausdriicke p A ¢, PV ¢
und ¢ — ¢ als Formeln zugelassen werden.

Semantik

Fiir jede Formel ¢ € AL sei 7(¢) C T die Menge der in ¢ tatséchlich
vorkommenden Aussagenvariablen. Fiir Formelmengen & C AL ist

©(®) = Ugeo T(9)-

Definition 1.2. Eine (aussagenlogische) Interpretation ist eine Abbildung
J:0 — {0,1} fiir ein ¢ C 7. Sie ist passend fiir eine Formel ¢ € AL,
wenn T(¢) C 0. Jede zu ¢ passende Interpretation J definiert einen
Wahrheitswert []? € {0,1}, durch die folgenden Festlegungen:

e [0]7 :=0, [1]° :=1.

e [X]? :=3(X) fur X € 0.

o [y =1-[y]”.

* [ Ag]” == min([y]?, [¢]”).
[y Vv ¢]7 := max([y]”, [¢]”).
o [y — o) =y Vel
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Ein Modell einer Formel ¢ € AL ist eine Interpretation J mit [y]” = 1.
Statt [)]? = 1 schreibt man auch J |= ¢ und sagt J erfiillt 1.

Ein Modell einer Formelmenge ® C AL ist eine Interpretation J
mit J |= ¢ fiir alle ¢ € ®, wofiir wir auch J = ® schreiben.

Bemerkung. Eine Aussagenvariable oder Formel ist also nicht inhdrent
,wahr” oder ,falsch”, wie es weniger formale Notation oft nahelegt.
Wahrheitswerte werden einer Formel erst durch Interpretationen zuge-
ordnet.

Nicht alle Aussagenvariablen im Definitionsbereich einer zu
passenden Interpretation J miissen in ¥ auch tatsdchlich vorkommen.
Offensichtlich ist aber fiir die Definition von []” die Interpretation
der in ¥ gar nicht vorkommenden Aussagenvariablen unerheblich.
Dieser Sachverhalt, den man durch eine einfache Induktion iiber den
Formelaufbau nachweisen kann, wird durch das Koinzidenzlemma
ausgedriickt.

Lemma 1.3 (Koinzidenzlemma). Sei ¢ € AL eine Formel und seien J
und J’ zwei zu ¢ passende Interpretationen, so dass J(X) = J'(X) fiir
alle X € (1p). Dann ist [9]” = [¢]”".

Ubung 1.3 (Auswerten aussagenlogischer Formeln). Geben Sie einen
(moglichst effizienten) Algorithmus an, welcher zu einer gegebenen
Formel ¢ € AL und einer gegebenen Interpretation J den Wahrheits-
wert [[1/;}]3 berechnet. Beurteilen Sie die Laufzeit und den Bedarf an
Speicherplatz des Algorithmus.

Ubung 1.4. Geben Sie eine Formel i an, welche die Aussagenvariablen
X1, Xp, X3 enthilt, so dass fiir jede Interpretation J : {Xq, X3, X3} —
{0,1} gilt, dass das Andern jedes Wahrheitswerts J(X;) auch den Wahr-
heitswert [y]? andert.

Notation. In diesem Kapitel stehen kleine griechische Buchstaben
P, @, 9,... immer fiir aussagenlogische Formeln und grofle griechische
Buchstaben @, T fiir Mengen aussagenlogischer Formeln. Wir verwen-
den die Schreibweise (X, ..., X;) um anzudeuten, dass 7(¢) eine
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Teilmenge von {Xj, ..., Xn} ist. Sei 3(X1) = wy, ..., I(Xn) = wy. Dann
schreiben wir auch [(wy, ..., w,)] oder [y(w)] far [y]°.

Definition 1.4. Zwei Formeln ¢ und ¢ heifSen logisch dquivalent (kurz:
Y = ¢), wenn fiir jede zu beiden Formeln passende Interpretation J gilt,

dass [y]7 = [g]°.

Hier sind ein paar einfache logische Aquivalenzen. Der Nachweis
ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Modellbeziehung. Fiir
beliebige Formeln ¢, ¢, ¢ € AL gilt:

e —yYp =49y (Elimination der doppelten Negation)
c (AP =YV e

(YVe)=-9PpA-g (De Morgan’sche Gesetze)
s yA(pVE) = (pAg)VI(PAD)

PV(eNY) = (Vo)A (PpVI) (Distributivgesetze)
CY =9 Y (Kontraposition)
cYA(PV ) =9V (YA =y (Absorption)
CYNY=TY

pVYp =19y (Idempotenz von A und V)
*YAe=9ANY

YVe=pVy (Kommutativitiat von A und V)
s pA(pAD) = (pA@)AD

YpV(pVO)=(ypVe) Vo (Assoziativitdt von A und V)

Die Assoziativitat, Kommutativitdt und Idempotenz von A und Vv
impliziert, dass es bei der Bildung der Konjunktion bzw. Disjunktion
tiber eine endliche Folge ¢, ..., ¢, von Formeln nicht auf die Reihen-
folge und Multiplizitit der Formeln ankommt. Dies rechtfertigt, dass
wir Konjunktionen und Disjunktionen tiber endliche Formelmengen
® = {p1,..., ¢u} bilden; anstelle von A}, ¢; verwenden wir auch die
Schreibweisen A e ¢ oder A @, und analog V ycq ¢ oder V @ fiir die
Disjunktion. (Dabei ist nattirlich immer vorauszusetzen, dass ® endlich
ist!) Wenn @ die leere Menge ist, identifizieren wir A ® mit 1 und \/ &
mit 0.

Ubung 1.5. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:
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@yn(e=0)=re) =0=9N(P—9)

(b) =1V @2V N ogu VP = g1 A@a N ANgn = P
@1V V- Vagy = Ao A AN — 0

@ yp—=(erAd) = =) N[y —9)
YA —=>0=(p—o)V(p— D)
(Yyve)=2d=(—=>9)N(p—0)

Definition 1.5. Hat eine Formel ein Modell, dann heifst sie erfiillbar,
andernfalls unerfiillbar. Eine Formel ¢ heif3t allgemeingiiltig oder eine
Tautologie, wenn jede zu ¢ passende Interpretation ein Modell von  ist.
Man schreibt = i um anzudeuten, dass i eine Tautologie ist.

Lemma 1.6. Eine Formel ¢ ist erfiillbar genau dann, wenn —¢ keine
Tautologie ist.

Es gibt ein offensichtliches Verfahren um festzustellen, ob eine
aussagenlogische Formel (X, ..., X,) erfiillbar (oder allgemeingiil-
tig) ist: Man priift fiir alle Interpretationen J : {Xy,..., X, } — {0,1}
mittels des in Ubung 1.3 entwickelten Auswertungsalgorithmus nach,
ob J |= 1. Obwohl fiir jede einzelne Interpretation J dies sehr schnell
nachgepriift werden kann, ist das Verfahren insgesamt doch extrem
ineffizient, da es bei 1 Aussagenvariablen 2" mogliche Interpretationen
gibt. Fiir Formeln mit Hunderten von Aussagenvariablen (was in prak-
tischen Anwendungen durchaus realistisch ist) wéren also selbst die
schnellsten Rechner hoffnungslos tiberfordert. Natiirlich gibt es bessere
Verfahren, aber es ist nicht bekannt, ob das exponentielle Wachstum der
Berechnungszeit durch raffiniertere Algorithmen vermieden werden
kann. Man vermutet, dass dies nicht der Fall ist, dass also das Erfiillbar-
keitsproblem der Aussagenlogik (genannt SAT) inhédrent exponentiell
schwierig ist, da es zu den NP-vollstindigen Problemen gehort.

Ubung 1.6. Beweisen Sie das aussagenlogische Interpolationstheorem: Sei
p — @ eine aussagenlogische Tautologie. Dann existiert eine aussagen-
logische Formel ¢ mit 7(¢) C 7(¢) N1(¢), sodass - dund ¢ — ¢
Tautologien sind.

Hinweis: Fithren Sie einen Induktionsbeweis tiber die Anzahl der
Aussagenvariablen, die in ¢, aber nicht in ¢ vorkommen.
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1.2 Boolesche Funktionen und Normalformen

Im Folgenden stellen wir einen Zusammenhang her zwischen Funk-
tionen und aussagenlogischen Formeln. Neben einer Normalform fiir
Formeln liefert dieser Zusammenhang eine Moglichkeit, die Ausdrucks-
starke von aussagenlogischen Formeln zu analysieren.

Eine (n-stellige) Boolesche Funktion ist eine Funktion f : {0,1}" —
{0,1}. Sei B" die Menge aller n-stelligen Booleschen Funktionen und
B = U,en B". BY enthilt die konstanten Funktionen 0 und 1. B! enthalt
vier Funktionen foo, fo1, f10, f11 mit

foo(0) = foo(1) =0, f11(0) = f(1) =1,
for(w) =w, fio(w) =1 —w.

B" enthilt 22" verschiedene Funktionen.

Jede Formel ¢(Xj, ..., X;) € AL definiert eine Boolesche Funktion
hy € B", durch die Vorschrift iy (wy, ..., wy) = [$(wy, ..., wy)]. Der
folgende Satz zeigt, dass sich umgekehrt jede Boolesche Funktion durch
eine aussagenlogische Formel darstellen lasst.

Satz 1.7. Zu jeder Funktion f € B" gibt es eine Formel ¢(Xy,..., Xy)
mit hl[) = f

Beweis. Die Funktionen in B werden durch die Formeln 0 und 1 dar-
gestellt. Sei nun n > 0 und f € B". Fiir jede Aussagenvariable X
setzen wir X! := X und X? := —X. Weiter definieren wir fiir jedes
v =1,...,0, die Formel ¢” := XJ" A --- A Xj". Man beachte, dass fiir
alle v,w € {0,1}" gilt:

[¢°(w)] =1 gdw. v =w
Die Funktion f wird nun dargestellt durch die Formel

P(Xy,.. . Xn) =\ 9"
ve{0,1}"
flv)=1

Wir miissen zeigen, dass f(w) = [¢(w)] fiir alle w € {0,1}".

10
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Sei f(w) = 1. Dann ist ¢ ein Disjunktionsglied von ¢, und da
[¢®(w)] =1, ist auch [(w)] = 1. Wenn aber f(w) = 0, dann gilt fiir
jede Teilformel ¢? von ¢, dass v; # w; fiir mindestens ein i, und daher
[¢?(w)] = 0. Also ist [¢(w)] = 0. Q.E.D.

Aus dem Beweis von Satz 1.7 ergeben sich noch weitere wichtige
Konsequenzen.

DISJUNKTIVE UND KONJUNKTIVE NORMALFORM. Ein Literal ist eine
Aussagenvariable X oder deren Negation —=X. Mit Y bezeichnen wir
das zu Y komplementire Literal, also X := =X und =X := X fiir jede
Aussagenvariable X.

Definition 1.8. Eine Formel ¢ € AL ist in disjunktiver Normalform
(DNF), wenn sie eine Disjunktion von Konjunktionen von Literalen
ist, d.h. wenn sie die Form \/}'_; /\71:’1 Y;; hat, wobei die Yj; Literale sind.
Der duale Begriff ist die konjunktive Normalform (KNF); Formeln in KNF
sind Konjunktionen von Disjunktionen von Literalen, also Formeln der
Gestalt A", \/]’.”:"1 Yjj.

Beispiel. Die Formel (X1 A Xp A =X3) V (X1-Xp A Xy) ist in DNF, die
Formel (=X V X3) A (X3 V —Xp) ist in KNFE.

Die im Beweis von Satz 1.7 konstruierte Formel

P(X1,.., Xn) =\ 9" = \V XOUA - A XD
’DG{O,l}" (7)1 ~~~~~ vn)e{oll}n
flv)=1 f(v1,..00)=1

zur Darstellung der Booleschen Funktion f ist in disjunktiver Normal-
form. Da jede Formel eine Boolesche Funktion definiert folgt unmit-
telbar, dass es zu jeder Formel ¢ € AL eine dquivalente DNF-Formel
gibt.

Die analoge Aussage zur KNF erhalten wir wie folgt. Da zu jeder
Formel eine dquivalente Formel in DNF existiert, gilt dies insbesondere
auch ftir —i:

nom;

ﬁlpz\//\Yi]-.

i=1j=1

11
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Aus den De Morgan’schen Gesetzen folgt, dass fiir beliebige Formeln
ty,..., 0 gilt:

m m m m
— \/ l9k = /\ —\ﬁk, - /\ l9k = \/ _‘ﬂk.
k=1 k=1 k=1 k=1
Also folgt:
n m; n m; n m; o
=V A= A A= AV =
i=1j=1 i=1 j=1 i=1j=1

Yk ist in KNF und hat die geforderten Eigenschaften. Damit haben wir
folgenden Satz bewiesen.

Satz 1.9. Zu jeder Formel i € AL gibt es dquivalente Formeln ¢p in
DNF und ¢k in KNE

Ijbung 1.7. Fiihren Sie einen alternativen Beweis fiir Satz 1.7, indem
Sie per Induktion nach n nachweisen, dass es 22" nicht-dquivalente
aussagenlogische Formeln (X, ..., X;) gibt.

Ubung 1.8. Geben Sie einen Algorithmus an, welcher unter Verwen-
dung elementarer Umformungsregeln, z.B. der De Morgan’schen Regeln
und der Distributivgesetze, eine gegebene aussagenlogische Formel in
dquivalente DNF bzw. KNF-Formeln tiberfithrt. Wenden Sie dieses Ver-
fahren auf die Formel (X7 — Xp) A (X1 AX3) = Xo) A (X2 — X3)
an. Zeigen Sie, dass in gewissen Fillen die resultierenden DNF- bzw.
KNF-Formeln exponentiell linger werden als die gegebene Formel.

Ubung 1.9. Zwei Formeln heifen erfiillbarkeitsiquivalent, wenn beide er-
fullbar oder beide unerfiillbar sind. (Erfiillbarkeitsdquivalente Formeln
miissen nattirlich nicht unbedingt dquivalent sein.) Eine aussagenlogi-
sche Formel ist in 3-KNF, wenn sie folgende Gestalt hat:

n
A\ Ya VY VY (Y Literale)
i=1

Zeigen Sie, dass man zu jeder Formel i in KNF eine erftillbarkeitsa-

quivalente Formel in 3-KNF konstruieren kann, und zwar mit einem

12
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Verfahren, dessen Laufzeit durch ein Polynom in der Linge von ¢
beschrankt ist.

Hinweis: Man fasse tiberzihlige Literale mit Hilfe neuer Aussagen-
variablen zusammen.

Ubung 1.10. Zeigen Sie, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir DNF-For-
meln durch einen Algorithmus mit linearer Laufzeit (beziiglich der
Léange der Formel) gelost werden kann.

FUNKTIONAL VOLLSTANDIGE MENGEN. Die Konstanten 0, 1 und die
Junktoren —, A, V, — kénnen als Funktionen in B?, B! bzw. B2 aufgefasst
werden. Umgekehrt kann man aus jeder Booleschen Funktion f € B"
einen aussagenlogischen Junktor definieren: Aus Formeln ¢1,..., ¢, €
AL bildet man eine neue Formel f(¢1,..., ¢n), deren Semantik auf
naheliegende Weise festgelegt ist:

(@1, on)]” == F(In]”, - -, [@al?).

Die im Beweis von Satz 1.7 konstruierten Formeln benutzen (fiir n > 0)
nur die Junktoren A, V, —. Also lassen sich aus diesen Funktionen (oder
Junktoren) alle anderen Booleschen Funktionen kombinieren.

Definition 1.10. Eine Menge () C B von Booleschen Funktionen ist
funktional vollstindig, wenn sich daraus jede Boolesche Funktion f € B"
(n > 1) im Sinne von Satz 1.7 definieren lasst.

Wir wissen, dass neben {A, V, =} auch bereits {A, =} und {V, -}
funktional vollstandig sind, denn es gilt:

YA@=-(-4Vg),
YV =(-¢Ag).

Es gibt aber noch weitere funktional vollstindige Mengen:

(1) {—,—} ist funktional vollstindig, da {V, —} funktional vollstindig
istund p Vo =9 — ¢.

(2) {—,0} ist funktional vollstindig. Dies folgt aus (1) und —¢ =
P — 0.

13
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(3) Sei © die Addition modulo 2 (das ,,exklusive oder”). Die Menge
{A, ®,1} ist funktional vollstindig, da —=¢ = 1 & . Boolesche
Funktionen entsprechen also genau den Polynomen {iiber dem
Korper F,.

(4) Sei (u | v): =0, wennu =v =1und (u | v) := 1 sonst, also
(¥ | ) =—(p A p). Dann ist { | } funktional vollstindig, da —¢p =
lypundyprg=-(plg)=le) (e

(5) Hingegen ist {A,V, —} nicht funktional vollstindig, da fiir jede
nur mit diesen Junktoren gebildete Formel (Xy, ..., X;) gilt, dass
P[1,...,1] = 1. Insbesondere kann mit A, V, — keine zu —X dqui-
valente Formel gebildet werden.

Fiir gewisse Zwecke, z.B. fiir Beweissysteme oder Schaltkreise, ist es
durchaus zweckméfiig, Formeln aus anderen funktional vollstindigen
Mengen als {A, V, =} aufzubauen.
Ubung 1.11. Die Funktion sel € B3 sei definiert durch sel(u,v,w) = v,
wenn u = 0 und sel(u, v, w) = w, wenn u = 1. Zeigen Sie, dass {sel,0,1}
funktional vollstandig ist.
Ubung 1.12. Zeigen Sie, dass die Menge {A, V,0,1} funktional unvoll-
standig ist, dass aber jede Erweiterung durch eine Funktion, welche
nicht iiber {A,V, 0,1} definierbar ist, funktional vollstandig ist.
Ubung 1.13. Eine Boolesche Funktion f € B" ist linear, wenn sie durch
ein lineares Polynom f(Xi,...,X,) = ap +mXy + -+ + a,X, tber
dem Korper F, beschrieben werden kann. Zeigen Sie, dass die meisten
Booleschen Funktion nicht linear sind.
Ubung 1.14. Die zu f € B" duale Funktion f° € B" ist definiert durch
fé(x1, e Xp) = f (X, ., X)),

(a) Geben Sie die zu V, A, —, = dualen Funktionen an.

(b) Eine Funktion f ist selbstdual, wenn f° = f. Sei T die n-stellige

Boolesche Funktion mit

TE(x1,...,00) =1 gdw. [{i:x; =1} > k.

Beschreiben Sie die zu T,f duale Funktion. Fiir welche n, k ist T,?
selbstdual?
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(c) Zeigen Sie, dass die iiber der Junktorenmenge {—, TS} definierba-
ren Funktionen gerade die selbstdualen Funktionen sind.

1.3 Horn-Formeln

Eine in der Praxis sehr wichtige Klasse von Formeln sind Horn-Formeln
(benannt nach dem Logiker Alfred Horn). Z.B. wird in der Program-
miersprache Prolog eine Verallgemeinerung der Horn-Formeln genutzt,
um Programme effizient maschinell auswerten zu kénnen. Insbesondere
ist das Erfiillbarkeitsproblem fiir Horn-Formeln durch einen einfachen
und effizienten Algorithmus entscheidbar.

Definition 1.11. Eine (aussagenlogische) Horn-Formel ist eine Formel ¢ =
Ai V; Yij in KNFE, wobei jede Disjunktion V/; Yj; hochstens ein positives
Literal enthalt.

Horn-Formeln kénnen auch als Konjunktionen von Implikationen
geschrieben werden:

1) " X3VvV..VvaX, vX = XK1 A A X = X

2 " X3Vv...v=Xy = 1A A X — 0.

Implikationen vom Typ (1) mit k = 0 werden in der Form (1 — X)
geschrieben. Horn-Formeln, die keine solchen Implikationen enthalten,
sind trivialerweise erfiillbar, indem man alle Aussagenvariablen mit 0
bewertet. Offensichtlich ist auch jede Horn-Formel erfiillbar, die keine
Implikation der Form (2) enthalt, z.B. indem man alle Aussagenvaria-
blen mit 1 belegt.

Horn-Formeln kénnen mit dem folgenden Markierungsalgorithmus
in polynomieller Zeit auf Erfiillbarkeit getestet werden.
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Algorithmus 1.1 Erfiillbarkeitstest fiir Horn-Formeln

Input: Eine aussagenlogische Hornformel ¢ = A; C;
N:=0Q
M :={X € 7(¢) : ¢ enthilt C; der Form (1 — X)}
while N # M do
N:=M
M := MU{X : ¢ enthilt C; der Form (X A...AXy) = X
mit {Xy,..., Xz} € M}
if [ enthilt C; der Form (X3 A...AXy) — 0
mit {Xlr .. .,Xk} - M] then
output ,, i unerfiillbar” end
end do
output i erfiillbar”, output M end

Die ausgegebene Menge M definiert eine Belegung Jp; mit
Im(X) =1 genau dann, wenn X € M.
Beispiel. Sei ¢ = (XAY - Z)AN(X = Z)AN (1 = X)A (Y — 0). Der
Markierungsalgorithmus markiert im ersten Schritt M; = {X}. Im
zweiten Schritt markiert er zusitzlich Z, also M, = {X} U {Z}, und
gibt dann ,erfiillbar” aus.

Satz 1.12. Der angegebene Erfiillbarkeitstest fiir Horn-Formeln ist kor-
rekt. Wenn v erfiillbar ist, dann ist Jj; ein Modell von #. Fiir Formeln
mit n Aussagenvariablen hélt der Erfiillbarkeitstest nach hochstens n + 1
Iterationen der while-Schleife.

Beweis. SeiJ ein beliebiges Modell von . Offensichtlich muss J(X) =1
sein fiir alle Aussagenvariablen X, welche im Laufe dieser Prozedur
markiert werden (d.h. die zu M hinzugefiigt werden). Weiter kann es
keine Teilformel C; der Form Xq{ A... A X — 0 mit Xy,..., X € M
geben, da sonst [g]” = 0. Also stellt der Algorithmus korrekt die
Erftillbarkeit von ¢ fest.

Wenn der Algorithmus ausgibt, dass i erfiillbar ist, dann ist Ty,
tatsdchlich ein Modell von 1, denn die schlieSlich erzeugte Menge M
hat folgende Eigenschaften:
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1.4 Der Kompaktheitssatz der Aussagenlogik

e Fiir alle Unterformeln X3 A ... A Xy — X gilt: Wenn {X3,..., X} C
M, dann ist X € M (sonst wiirde die while-Schleife noch nicht
verlassen).

e Fiir alle Unterformeln X3 A ... A Xy — 0 gilt: {X;,..., X} € M
(sonst wiirde der Algorithmus die Unerfiillbarkeit feststellen).

Da in jedem Durchlauf der Schleife eine neue Aussagenvariable in M
eingeftigt wird, oder festgestellt wird, dass keine neuen mehr hinzu-
gefiigt werden miissen und die Schleife verlassen wird, folgt auch die
letzte Behauptung. Q.E.D.

Bemerkung. Das durch den Markierungsalgorithmus gefundene Modell
Jm von ¢ (falls es existiert) ist das kleinste Modell von 1, d.h. fiir jedes
andere Modell J |= ¢ gilt: Wenn Jy(X) = 1, dann auch J(X) = 1.

Im Gegensatz zu DNF- oder KNF-Formeln ist die Klasse der Horn-
Formeln keine Normalform.

Satz 1.13. Es gibt aussagenlogische Formeln, die nicht zu einer Horn-
Formel dquivalent sind.

Beweis. Horn-Formeln sind entweder unerfiillbar oder haben ein klein-
stes Modell. Dies trifft z.B. nicht auf die Formel X VY zu. Q.E.D.

1.4 Der Kompaktheitssatz der Aussagenlogik

In vielen Anwendungen der Aussagenlogik hat man Erfiillbarkeit und
Folgerungsbeziehungen fiir unendliche Formelmengen zu untersuchen.
Ein grundlegender Satz, der Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz, er-
leichtert diese Aufgabe, indem er sie auf die Untersuchung endlicher
Teilmengen zuriickfiihrt.

Bevor wir ihn formulieren, erldutern wir die Folgerungsbeziehung
zwischen Formelmengen und Formeln, einer der wichtigsten Begriffe
in der Logik tiberhaupt, nicht nur fiir die Aussagenlogik sondern ins-
besondere fiir ausdrucksstiarkere Logiken und deren Anwendungen.
Die Folgerungsbeziehung erlaubt Aussagen dariiber, welche Formeln in
einem durch eine Formelmenge beschriebenen System gelten. Wenn z.B.
ein Roboter Informationen tiber seine Umgebung als Formeln vorhailt,
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wird tiber die Folgerungsbeziehung ausgedriickt, welche nicht explizit
angegebenen Formeln in der Umgebung auch gelten.

Definition 1.14 (Semantische Folgerungsbeziehung). Ein Modell einer
Formelmenge ® C AL ist eine Interpretation J, so dass [¢]” = 1 fiir
alle ¢ € ®. Wir sagen, dass ¢ aus @ folgt (kurz: ¢ |= ¢), wenn jede
zu @ U {yp} passende Interpretation, welche Modell von & ist, auch
Modell von ¢ ist. Wenn ® = {¢}, schreiben wir auch ¢ |= ¢ anstelle

von {9} = ¢.

Wenn ® = ¢, dann legt die durch ® festgelegte (axiomatisierte)
Information bereits fest, dass auch ¢ gilt, unabhéngig von Variationen
zwischen verschiedenen Modellen von .

Man beachte, dass dasselbe Symbol |= sowohl fiir die Modellbe-
ziehung (J |= ¢, bzw. J = @), als auch fiir die Folgerungsbeziehung
(P |= ) verwendet wird. Die Bedeutung ist immer eindeutig, da sie
durch die linke Seite festgelegt wird.

Ubung 1.15 (Beispiele und elementare Eigenschaften der Folgerungsbe-
ziehung). Verifizieren Sie die folgenden Aussagen:

@ {¢.o} EypAeg
Wy—olEe

(b) Wenn @ U {9} |= ¢ und ® U {—¢} |= ¢, dann gilt bereits ® |= ¢.

(c) U{y} = ¢ genau dann, wenn @ = (¢ — ¢).

(d) 9 ist genau dann eine Tautologie, wenn ¢ aus der leeren Menge
folgt. (Dies rechtfertigt die Notation |= ¥ als abgekiirzte Schreib-
weise fiir @ = ¢.)

(e) Es gilt @ |= ¢ fiir jedes ¢ € ®.

(f) Wenn @ = ¢, dann gilt auch @' |= ¥ fiir alle Obermengen &’ D &.

(g) ¥ und ¢ sind genau dann dquivalent, wenn ¢ = ¢ und ¢ = ¢.

(h) @ |= ¢ gilt genau dann, wenn ® U { -} unerfiillbar ist.

(i) Wenn @ |= ¢ und @ |= ¢, dann ist ® unerfiillbar. Umgekehrt gilt
fiir unerfiillbare Formelmengen ®, dass ® |=  fiir alle ip € AL.

Satz 1.15 (Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz). Sei & C AL,y € AL.

(i) @ ist erftillbar genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von ®
erftillbar ist.
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(i) ® = ¥ genau dann, wenn eine endliche Teilmenge @y C P existiert,
so dass &g = .

Wir lassen hier Formelmengen beliebiger Méchtigkeit zu und ver-
wenden im Beweis das Lemma von Zorn, ein fundamentales Beweis-
prinzip in der Mathematik. Wenn man nur abzahlbare Formelmengen
® (und daher auch nur abzidhlbare Mengen von Aussagenvariablen)
zulasst, dann konnte man den Beweis induktiv und ohne das Lemma
von Zorn (aber nicht wirklich einfacher) fiihren.

Lemma 1.16 (Zorn). Sei (A, <) eine nicht-leere partielle Ordnung, in
der jede Kette nach oben beschréankt ist. Dann besitzt (A, <) ein maxi-
males Element (in A).

Im Fall den wir hier betrachten, wird A ein bestimmtes System
von Formelmengen (also eine Menge von Mengen) sein, welches durch
die Inklusionsbeziehung C partiell geordnet ist. Eine Kette ist dann
also eine Teilmenge B von A, so dass fiir alle X,Y € B entweder X C Y
oder Y C X gilt. Die Voraussetzung, dass eine solche Kette B nach
oben beschréankt sei, bedeutet, dass in A eine Menge Sp existiert, so
dass Y C Sg fiir alle Y € B. Wenn diese Voraussetzung fiir alle Ketten
B nachgewiesen werden kann, dann gibt es nach dem Lemma von
Zorn ein maximales Element fiir ganz A, welches uns dann unmittel-
bar das gewtinschte Modell liefern wird. Nach diesen vorbereitenden
Bemerkungen kénnen wir nun den Kompaktheitssatz beweisen.

Beweis (Kompaktheitssatz). Wir zeigen zunidchst, dass (ii) aus (i) folgt:
Falls & |= ¢ fiir &y C @, dann gilt offensichtlich auch ® = ¢. Es gelte
umgekehrt ® |= . Beweis durch Widerspruch: Zu jedem endlichen
®y C dgibteseinJ: T — {0,1} mit J | Py aber [¢]? = 0. Dies
bedeutet, dass ®y U { -y} fiir jedes endliche &y C @ erfiillbar ist. Also
ist jede endliche Teilmenge von ® U {—¢} erfiillbar und damit, nach (i),
auch ® U {—} selbst. Dies ist aber ein Widerspruch zu ® |= ¢.

Es bleibt (i) zu zeigen. Es ist klar, dass mit ® auch jede endliche
Teilmenge von @ erfiillbar ist. Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dass
jede endliche Teilmenge &) C P erfiillbar ist und setzen

A :={¥:¥ D ® und jede endl. Teilmenge von ¥ ist erfiillbar} .
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A ist partiell geordnet durch die Inklusionsbeziehung und nicht leer
(da® € A).

Wir zeigen zuerst, dass die Voraussetzung des Zornschen Lemmas
erfiillt ist. Sei K C A eine Kette, d.h. es gilt ® C ¥ oder ¥ C O fiir alle
Y,0 € K. Offensichtlich ist I' := [JK, die Vereinigung aller Mengen
aus K, eine obere Schranke fiir K. Zu zeigen ist, dass I' selbst in A
enthalten ist, d.h. dass jede endliche Teilmenge I'y C T erfiillbar ist.
Jede Formel y € T ist in einer Menge ¥(-y) € K enthalten. Da K eine
Kette ist, gibt es unter den endlich vielen Mengen ¥ (vy) (fiir v € I'g)
eine maximale, welche ganz I'y enthélt. Jede endliche Teilmenge dieser
Menge ist erfiillbar, insbesondere also T'g.

Nach dem Lemma von Zorn hat demnach A ein maximales Element
Dmax. Wir behaupten, dass fiir jede Formel 1 entweder ¢ € ®pax oder
1P € Omax. Andernfalls betrachten wir die Erweiterungen ®max U {¢}
und Pmax U {—-¢}. Aufgrund der Maximalitidt von ®Pmax gehort keine
dieser Mengen zu A. Also gibt es endliche Teilmengen Yy, ¥1 € ®Pmax,
so dass Yo U {¢} und ¥1 U {—9} unerfiillbar sind. Aber dann ist ¥y U
Y, eine endliche unerfiillbare Teilmenge von ®may, im Widerspruch zu
DPrmax € A. Wir definieren nun eine Interpretation J durch die Vorschrift

J(X) =1 gdw. X € Pmax.

Per Induktion iiber den Formelaufbau zeigen wir, dass J |= ¢
genau dann, wenn ¢ € Ppyayx:

¢ Fiir atomare ¢ folgt dies unmittelbar aus der Definition.

® Sei = —¢. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung und nach der
soeben gezeigten Eigenschaft von ®max

TEy gdw. T ¢ gdw. ¢ & Pmax gdw. ¥ € Omax.

® Sei ¢ = ¢ A ¢. Nach Induktionsvoraussetzung folgt, dass genau
dann J = ¢ gilt, wenn ¢, 9 € ®max. Aber das ist genau dann der
Fall, wenn auch ¢ € ®max.
Wenn nédmlich ¢ € ®pax, dann —p € Ppax, was unmoglich ist, da
Ppax dann mit {@, ¥, ~(¢ A 9)} eine unerfiillbare endliche Teil-
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menge enthalten wiirde. Wenn aber ¢ € ®Ppax, dann miissen
auch ¢ und ¢ in ®pmax liegen, da sonst Pmax mit {¢ A ¢, =@} oder
{® N9, -0} wieder eine endliche unerfiillbare Teilmenge enthielte.

¢ Die Argumentation in allen anderen Fillen ist analog. (Es wird
empfohlen, zur U'bung mindestens einen dieser Fille, z.B. fiir
Formeln (¢ — 0) selbst nachzuvollziehen.)

Also ist J ein Modell von ®,,x und damit auch von ®. Q.E.D.

Das LEMMA voN KON1G.  Ein Baum mit Wurzel w ist ein zusammenhan-
gender, zykelfreier, gerichteter Graph T = (V, E) mit einem ausgezeich-
neten Knoten w € V, so dass keine Kante in w endet (d.h. (v, w) ¢ E fiir
alle v € V) und in jedem anderen Knoten genau eine Kante endet. Ein
solcher Baum heifst endlich verzweigt, wenn von jedem v € V nur end-
lich viele Kanten ausgehen. Als Anwendung des Kompaktheitssatzes
beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.17 (Ko6nig). Sei T ein endlich verzweigter Baum mit Wurzel
w, in dem es beliebig lange endliche Wege gibt. Dann gibt es auch einen
unendlichen Weg in T (der bei der Wurzel w beginnt).

Beweis. Fiir den gegebenen Baum T = (V, E) mit Wurzel w und n € N
sei

n={v € V: esgibt einen Weg der Lange n von w nach v}.

Alle S, sind endlich, da der Baum endlich verzweigt ist. Weiter ist
So = {w} und alle S, nicht leer, da es beliebig lange Wege in T gibt.

Ein unendlicher, von w ausgehender Weg ist eine Menge W C V,
welche folgende Bedingungen erfiillt:

e |WNS,| =1 fiir alle n;
e Wenn v € Wund (u,v) € E, dann ist auch u € W.

Zu zeigen ist die Existenz einer solchen Menge W. Dazu ordnen
wir jedem v € V eine Aussagenvariable X; zu und setzen:

PRES \/ Xo,
vES,
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Brii= N (XuAXo),

U, V€S, UFv

P:={a,:neN}U{Bn:ne N}U{(X, = Xu) : (u,v) € E}.

Jede endliche Teilmenge ®y C P ist erfiillbar. Um dies einzusehen,
nehmen wir das grofite n € IN mit a, € $g oder B, € Py. Dann wihlen
wir ein z € S, und den von w nach z fithrenden Weg W(w, z). Sei

1 veW(w,z)
I(Xyp) :=
’ 0 sonst.

Offensichtlich ist 3 Modell von ®(. Mit dem Kompaktheitssatz folgt,
dass es ein Modell J fiir ® gibt. Setze W := {v € V : 3(X,) = 1}. Es
folgt, dass W einen unendlichen Weg von w aus definiert:

* Da ay, By € D, gibt es genau ein v in WN Sy,
® Seiv e Wund (4,v) € E.DaJ = X, und J = X, — X, gilt auch
JkE X, alsou e W. Q.E.D.

Bemerkung. Man beachte, dass das Lemma von Koénig nicht trivial ist.
Es gilt z.B. nicht fiir Biume mit unendlichen Verzweigungen. Man
betrachte etwa den Baum in Abbildung 1.1. In diesem Baum gibt es fiir
jedes n, ausgehend von w, einen Weg der Léange n, aber es gibt keinen
unendlichen Weg.

Abbildung 1.1. Ein unendlicher Baum ohne unendlichen Weg

Ubung 1.16. Ein Dominosystem sei eine endliche Menge von quadrati-
schen Dominosteinen gleicher Grofie, deren vier Kanten (oben, unten,
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links, rechts) gefdrbt sind. Eine Parkettierung der Ebene (oder eines Teils
davon) ist eine vollstandige Uberdeckung mit Dominosteinen, ohne
Liicken und Uberlappungen, so dass aneinandergrenzende Kanten die-
selbe Farbe tragen. (Rotation der Steine ist nicht erlaubt.) Zeigen Sie mit
Hilfe des Lemmas von Konig, dass fiir jedes Dominosystem folgendes
gilt: Wenn beliebig grofie endliche Quadrate parkettiert werden konnen,
dann auch die ganze Ebene.

Ubung 1.17. Eine Formelmenge ® C AL ist endlich axiomatisierbar, wenn
eine endliche Formelmenge ®; C AL existiert, welche die gleichen
Modelle hat wie ®. Sei ® = {¢,, : n € N} eine Formelmenge, so dass
fiir alle n € N gilt: ¢,,41 = @u, aber ¢, = ¢,+1. Zeigen Sie, dass ®
nicht endlich axiomatisierbar ist.

Ubung 1.18. Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifit k-firbbar, wenn
es eine Funktion f : V — {1,...,k} gibt, so dass f(p) # f(q) fiir alle
Kanten (p,q) € E. Zeigen Sie, dass ein ungerichteter Graph G k-fiirbbar
ist, wenn jeder endliche Untergraph von G k-firbbar ist.

Hinweis: Konstruieren Sie zu jedem endlichen Untergraphen von G
eine aussagenlogische Formel, die genau dann erfiillbar ist, wenn der
Untergraph k-farbbar ist. Fithren Sie dazu zu jedem Knoten g € V und
jeder Farbe i mit 1 <i < k eine Aussagenvariable Xg/l- ein, die besagt,
dass der Knoten g die Farbe i hat.

I“Jbung 1.19. Sei A C {0,1}* eine unendliche Menge von Wortern.
Zeigen Sie, dass es eine unendliche Folge wy, wq, wy, ... gibt, so dass
jedes w; ein Anfangssttick von w;; und von mindestens einem Wort
aus A ist.

Ubung 1.20 (Definierbarkeitstheorem). Sei ® C AL eine Formelmenge,
X € 7(®) eine Aussagenvariable. X hei8t explizit definierbar in ®, wenn
eine Formel ¢ € AL existiert, die X nicht enthilt, so dass @ |= X <> ¢.
(In Modellen von @ ist also der Wahrheitswert von X durch eine Formel,
die nicht von X abhingt, explizit festgelegt). Demgegentiber heifst X
implizit definierbar in ®, wenn fiir alle Modelle 7,7 von & gilt: Wenn
J(Z) = 3'(Z) fiir alle Aussagenvariablen Z # X, dann auch J(X) =
7 (X). (In Modellen von @ ist also der Wahrheitswert von X durch die
Wahrheitswerte der anderen Variablen implizit festgelegt).
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Beweisen Sie das aussagenlogische Definierbarkeitstheorem: Wenn X
implizit in ® definierbar ist, dann ist X auch explizit in ® definierbar.

Hinweis: Die Formelmenge @' entstehe dadurch, dass man X in
allen Formeln von @ durch eine neue Aussagenvariable X' ¢ t(®)
ersetzt. Die implizite Definierbarkeit von X in @ besagt dann, dass
®UP' = X +» X'. Benutzen Sie den Kompaktheitssatz, um & durch
eine endliche Formelmenge zu ersetzen, und verwenden Sie das aus-
sagenlogische Interpolationstheorem (Ubung 1.6), um eine explizite
Definition von X in ® zu konstruieren.

1.5 Aussagenlogische Resolution

In der Praxis konnen viele Sachverhalte {iber die Erfiillbarkeit aussagen-
logischer Formeln dargestellt werden. Resolution ist ein syntaktisches
Verfahren, um die Unerfiillbarkeit von Formeln in KNF nachzuweisen.
Es ist dabei niitzlich, Formeln in KNF als Mengen von Klauseln darzu-
stellen.

Definition 1.18. Eine Klausel ist eine endliche Menge von Literalen. Mit
O bezeichnet man die leere Klausel. Einer Formel ¢ = Al , \/;":"1 Yjj in
KNF wird eine endliche Klauselmenge K(ip) wie folgt zugeordnet: Jeder
Disjunktion \/;":"1 Y;; ordnet man die Klausel C; = {Y;; : j =1,...,m;}
zu und setzt K(¢) := {Cy,...,Cy}.

Bemerkung. Die Mengennotation ergibt gewisse Vereinfachungen: Ele-
mente einer Menge haben keine Reihenfolge und keine Multiplizitat.
Dabher gilt:

¢ Formeln, die sich nur durch Reihenfolge der auftretenden Teilfor-
meln unterscheiden, ergeben dieselbe Klauselmenge.

® Mehrfach auftretende Literale in Disjunktionen, bzw. mehrfach
auftretende Klauseln verschmelzen zu einem einzigen Element der
Klauseln bzw. Klauselmengen.

Beispiel. Die Formeln (X1 V —Xp) A X3, (X1 VX1V —=X2) A (X3V X3) A
X3 und X3 A (X1 V—Xp) A (—Xp V X7 ) haben alle dieselbe Klauselmenge
K= {{X1,~X},{Xs}}.
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Umgekehrt entspricht einer Klausel C die Formel \/y.¢ Y. Einer
endlichen Klauselmenge K entspricht die Formel Accx Vyec Y-

Wir kénnen also Klauseln und Klauselmengen wie Formeln und
Formelmengen behandeln und benutzen Begriffe wie Erfiillbarkeit und
Aquivalenz entsprechend. Insbesondere ist eine Klauselmenge erfiillbar,
wenn es eine Interpretation J gibt, so dass jede Klausel C € K ein Literal
Y enthilt mit [Y]? = 1. Beachte:

¢ Die leere Klauselmenge ist erfiillbar.
e Wenn 0 € K, dann ist K unerfiillbar.

Definition 1.19. Seien C,C;, C, Klauseln. C ist Resolvente von C; und
C, genau dann, wenn es ein Literal Y gibt mit Y € C1,Y € Cy und
C=(C;\ {Y})U(Cy\ {Y}). Dies wird folgendermafBen notiert:

NS

Beispiel.
{X1, X3, ~X4} {—Xo, X4} {X1} {=X1}
NS NS
{X1, X2, X3} O

Wir zeigen im Folgenden, dass Resolution auf allen Klauselmengen
korrekt die Erfiillbarkeit bzw. Unerfiillbarkeit nachweist.

Lemma 1.20 (Resolutionslemma). Sei K eine Klauselmenge, C;,C; € K
und C Resolvente von C; und Cp. Dann sind K und KU {C} &quivalent.

Beweis. Wenn [KU {C}]” = 1, dann offensichtlich erst recht [K]” = 1.
Sei umgekehrt [K]? = 1und C = (C; \ {Y}) U (C2 \ {Y}).
e Wenn [Y]” = 1, dann ist [C; \ {Y}]® = 1, da sonst [C,]” = 0. Also
ist [C]° = 1.
e Wenn [Y]? = 0, dann ist [C; \ {Y}]? = 1 und also wiederum
[Cc]? =1
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Alsoist [KU{C}]? =1. Q.E.D.

Definition 1.21. Fiir jede Klauselmenge K sei

e Res(K) := KU {C : C Resolvente zweier Klauseln aus K}.
o Res(K) := K, Res"*!(K) := Res(Res" (K)) fiir n € N.
¢ Res*(K) := U,en Res" (K).

Beispiel. Sei p = (Xl V ﬁXz) A-X3 A (ﬁXl VXV X3) N (X2 \Y Xg).
Dann ist K(l[]) = {{Xl, —\Xz}, {—\Xg}, {—\Xl, —X>, X3}, {Xz, X3}} Die
leere Klausel ist wie folgt aus K(¢) ableitbar:

{X1, =X} X2, X3} {=X1,-Xp, X3} {-X3}

N SN S

{Xl/ X3} {_‘Xll X3}

{Xs}

AN

O

KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT. Ein Beweiskalkiil ist korrekt, wenn
keine falschen Aussagen darin ableitbar sind, und vollstindig, wenn alle
wahren Aussagen ableitbar sind. Ist der Resolutionskalkiil korrekt, gibt
er also nur fiir unerfiillbare Klauselmengen , unerfiillbar” aus, ist er voll-
standig, stellt er die Unerfiillbarkeit fiir jede unerfiillbare Klauselmenge
fest. Der Resolutionskalkiil ist ein Verfahren, um die Unerfiillbarkeit einer
Klauselmenge K nachzuweisen, indem durch wiederholte Anwendung
des Operators Res die leere Klausel abgeleitet wird. Die Korrektheit und
Vollstandigkeit des Resolutionskalkiils wird durch den Resolutionssatz
ausgedriickt.

Satz 1.22 (Resolutionssatz). Eine Klauselmenge K ist genau dann uner-
filllbar, wenn [0 € Res* (K).

Beweis. (Korrektheit) Aus dem Resolutionslemma folgt K = Res(K)
und damit per Induktion K = Res*(K). Wenn also O € Res*(K), dann
ist Res* (K) und damit auch K unerfiillbar.
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1.5 Aussagenlogische Resolution

(Vollstandigkeit) Sei K unerfiillbar. Nach dem Kompaktheitssatz
gibt es eine endliche unerfiillbare Teilmenge Ky C K. Dann gibt es ein
n € IN, so dass Ky hochstens die Aussagenvariablen X, ..., X,,_1 ent-
hélt. Wir zeigen per Induktion nach n, dass O € Res*(Kp) C Res*(K).

Sei n = 0. Es gibt nur zwei Klauselmengen ohne Aussagenvaria-
blen, ndmlich @ und {{J}. Da die leere Klauselmenge erfiillbar ist, muss
Ko = {0} sein. Fiir den Induktionsschluss nehmen wir an, dass alle
Aussagenvariablen von Ky in {Xj, ..., X, } enthalten seien. Wir konstru-
ieren zwei Klauselmengen Ka' und K, , in denen X, nicht vorkommt:

Ki :=={C\{~Xu}: Xu € C,C € Ko},
Ky :=={C\{Xyn}: =X, €C,C € Ko}

(d.h. wir streichen aus Ky alle Klauseln, in denen X,, bzw. —X,, vor-
kommt und streichen =X, bzw. X,, aus allen verbleibenden Klauseln).

K§ und K, sind unerfiillbar. Andernfalls gébe es etwa eine Inter-
pretation J : {Xy,..., X,—1} — {0,1}, so dass [[KO+]]j = 1. Erweitere J
durch 3(X,,) = 1. Wir zeigen, dass dann [K]” = 1 gilt. Sei C € Ky eine
beliebige Klausel. Diese kann nun X, enthalten, dann gilt aber stets
[C]? =1, da 3(X,) = 1. Enthalt C nicht X, so ist C\ {-X,} in K]
Da [K{]? =1 gilt, muss also [C \ {=X,}]” = 1 gelten. Also wird ein
Literal in der reduzierten Klausel unter J positiv ausgewertet, welches
demnach auch in C positiv ausgewertet wird. Es folgt also [C]” = 1
und damit insgesamt [Ko]” = 1 im Widerspruch zur Unerfiillbarkeit
von K. Die Unerfiillbarkeit von K lasst sich analog nachweisen, indem
eine angenommene erfiillende Interpretation J mit J(X,,) = 0 erweitert
wird, welche dann auch K erftillt.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass J € Res* (K ) und
O € Res*(K,, ). Also gibt es Klauseln C;,Cy, ..., Cpy, so dass Cp, = [,
und firi = 1,...,m gilt G; € KO+ oder C; ist Resolvente von C]-, Cy
fiir j, k < i. Einige der Klauseln C; kénnen aus Klauseln in Ky durch
Streichen von —X,, entstanden sein. Wenn nicht, dann sind Cy,...,Cy,
auch in Res*(Kp), also O € Res*(Kp). Wenn ja, erhalten wir durch
Wiedereinftigen von —X;, eine Folge von Klauseln c,...,Ch,, welche
beweist, dass {—X,,} € Res*(Kp).
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Cj Cy C U{ﬁXn} Cr
N s N/
C; C,U{—-Xu}

Analog folgt aus [0 € Res*(K ), dass entweder (] € Res*(Kp) oder
{Xn} € Res*(Kp). Mit

{_‘Xn} {Xn}
0

folgt, dass O € Res*(Kp). Q.E.D.

Wenn K nur die Aussagenvariablen Xj,..., X, _1 enthilt, dann
gilt dies auch fiir Res*(K), denn eine Resolvente zweier Klauseln C, C’
enthilt nur Literale, die bereits in C oder C’ enthalten sind. Insbesondere
folgt, dass die Kette

K = Res’(K) C Res!(K) C... C Res"(K) C ...

nach hochstens 22" Schritten abbricht, d.h. Res*(K) = Res?” (K), denn
es gibt nur 22" verschiedene Klauseln mit Literalen Xp,...,X,_1,
—~Xo, )Xy 1.

Fiir endliche Klauselmengen K erhilt man also folgenden Algorith-
mus um zu entscheiden, ob K erfiillbar ist:
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1.5 Aussagenlogische Resolution

Algorithmus 1.2 Erfiillbarkeitstest mit Resolution

Input K (endliche Klauselmenge)
R:=0,5:=K
while R # S do

R:=S

S :=Res(R)

if O € S then

output ,K unerftillbar”

end do
output K erfiillbar” end

Dieser Algorithmus hat (im worst case) exponentielle Komplexitat.
Es ist auch nicht zu erwarten, dass es einen effizienten (in polyno-
mialer Zeit laufenden) Algorithmus fiir dieses Problem gibt, denn das
Erfiillbarkeitsproblem fiir KNF-Formeln ist NP-vollstandig.

Die Erfiillbarkeit einer Formel ist durch eine Existenzaussage aus-
gedriickt (es gibt ein Modell). Die Unerfiillbarkeit (oder die Allge-
meingtiltigkeit) einer Formel ist eine Aussage iiber alle moglichen
Interpretationen, ihrer Natur nach also eine universelle Aussage. Der
Resolutionskalkiil (wie jeder korrekte und vollstéandige Beweiskalkiil)
erlaubt nun, solche universellen Aussagen durch dquivalente Existenz-
aussagen auszudriicken: ¥ ist unerfiillbar, wenn eine Deduktion der
leeren Klausel existiert.

Man beachte aber folgende Asymmetrie: Das Aufschreiben eines
Modells fiir ¢ (also eines ,Zeugen” fiir die Erfiillbarkeit) ist mit viel
weniger Aufwand verbunden als (im worst case) das Aufschreiben eines
Resolutionsbeweises (also eines ,,Zeugen” fiir die Unerfiillbarkeit). Dies
héngt mit einem der wichtigsten Probleme der Komplexitdtstheorie
zusammen, dem Problem ob NP = coNP.

Fiir unendliche Klauselmengen kann es durchaus passieren, dass
Res(K) \ K unendlich ist oder dass die Kette

K =Res’(K) C Res!(K) C ... C Res"(K) C ...
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1 Aussagenlogik

nicht stationir wird (auch wenn K erfiillbar ist).

Beispiel. Sei K = {{Xo}} U {{=X,, X1} : n € N}. Dann ist X, 11 €
Res"T1(K) \ Res"(K) fiir jedes n € N.

EINHEITSRESOLUTION FUR HORN-FORMELN. Die einer Horn-Formel
¢ zugeordnete Klauselmenge K(y) enthilt nur Klauseln der Form
{=X1,...,~ Xy} (nur negative Literale) oder {—Xy,..., =Xy, X} (ein
positives Literal). Solche Klauseln heiflen Horn-Klauseln. Fiir k = 0 ergibt
sich, dass die leere Klausel [J und die Klauseln {X}, welche aus einer
einzigen Aussagenvariablen bestehen, auch Horn-Klauseln sind. Wir
présentieren nun eine eingeschrénkte Variante des Resolutionskalkiils,
welche vollstindig fiir Horn-Formeln ist.

Definition 1.23. Seien C,Cy, C, Klauseln. C ist Einheitsresolvente von Cq
und C,, wenn C Resolvente von C; und C; ist und entweder |C;| = 1
oder |Cp| = 1.

Bei der Einheitsresolution besteht also mindestens eine der Aus-
gangsklauseln nur aus einem einzigen Literal.

Satz 1.24 (Vollstindigkeit der Einheitsresolution fiir Horn-Formeln).
Eine aussagenlogische Horn-Formel ¢ ist genau dann unerfiillbar, wenn
O durch Einheitsresolution aus K(i) ableitbar ist.

Beweis. Es ist klar, dass ¢ unerfiillbar ist, wenn O aus K(¢) durch
Einheitsresolution (also insbesondere durch Resolution) ableitbar ist.

Fiir die Umkehrung betrachten wir den Erfiillbarkeitstest fiir Horn-
Formeln. Setze:

M := {X : K(¢) enthilt die Klausel {X}},
M= MU {X: esgibt Xj,..., Xy € M;, so dass K(¢)
die Klausel {—X3, ..., Xy, X} enthilt},
M = M.
ieN
Die Korrektheit des Erfiillbarkeitstests (Satz 1.12) ergibt: ¢ ist un-
erfillbar genau dann, wenn Xj,..., Xy € M* existieren, so dass
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1.6 Der aussagenlogische Sequenzenkalkiil

{=X31,..., X} € K(¥). Wir zeigen: Wenn X € M*, dann ist {X}
per Einheitsresolution aus K(y) ableitbar.

Fir X € MO ist dies klar. Wenn X € Mi*1, dann ist entweder X €
M (dann greift die Induktionsvoraussetzung) oder es gibt X1, ..., X; €
M, so dass {=Xj,...,7 Xy, X} € K(¢). Nach Induktionsvoraussetzung
lassen sich die Klauseln {X1}, ..., {X\} aus K(¢) per Einheitsresolution
ableiten. Unter Zuhilfenahme der Klausel {—Xj, ..., =X}, X} lasst sich
dann auch {X} per Einheitsresolution aus K(¢) ableiten.

Wenn ¢ unerfiillbar ist, dann gibt es also {-Xy,..., X} € K(¢),
so dass die Einerklauseln {X;j},...,{X;} per Einheitsresolution aus
K(¢) ableitbar sind. Damit folgt nun sofort, dass [] per Einheitsresoluti-
on aus K(¢) abgeleitet werden kann. Q.E.D.

1.6 Der aussagenlogische Sequenzenkalkiil

Wihrend der Resolutionskalkiil die Erftillbarkeit von Formeln und
Formelmengen tiberpriift, beschreiben wir nun ein Verfahren, das Zu-
sammenhénge zwischen Formeln, wie z.B. die Folgerungsbeziehung, al-
gorithmisch verifiziert. Wir beschreiben durch Axiome und Schlussregeln
einen im wesentlichen auf Gentzen zurtickgehenden Beweiskalkiil SK,
den Sequenzenkalkiil. Dieser Kalkiil operiert auf Paaren von endlichen
Formelmengen, welche wir Sequenzen nennen. Im Folgenden bezeich-
nen I', A endliche Mengen aussagenlogischer Formeln. Wir schreiben
[LAfirTUA und T, ¢ fiir T U {¢}. Die Ausdriicke AT bzw. \/ T stehen
ftir die Konjunktion bzw. Disjunktion tiber alle Formeln in T

Definition 1.25. Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form I' = A fiir
endliche Formelmengen I', A C AL. Wir nennen I' das Antezedens und
A das Sukzedens der Sequenz I = A.

Die Sequenz I' = A ist giiltig, wenn jedes Modell von I" auch ein
Modell mindestens einer Formel aus A ist, d.h. wenn AT |= \/ A. Wenn
also I' = A nicht giiltig ist, dann existiert eine Interpretation J in der
alle Formeln aus I' wahr und alle Formeln aus A falsch sind. In diesem
Fall sagen wir, dass J die Sequenz I' = A falsifiziert.

Beispiel.
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¢ Jede Sequenz I' = A mit ' N A # @ ist giiltig. Solche Sequenzen
sind die Axiome des Sequenzenkalkiils.

® Seien I', A Mengen von Aussagenvariablen. Die Sequenz I' = A ist
genau dann falsifizierbar, wenn I und A disjunkt sind.

* Eine Sequenz der Form I' = @ ist genau dann giiltig, wenn I'
unerfiillbar ist.

¢ Eine Sequenz @ = A ist genau dann giiltig, wenn \/ A allgemein-
giiltig ist.

Die genaue Formulierung eines Beweiskalkiils hdangt von den ver-
wendeten Junktoren ab. Wir behandeln hier den aussagenlogischen
Sequenzenkalkiil fiir Formeln, welche aus den Junktoren —, A,V und
— aufgebaut sind.

Definition 1.26. Die Axiome von SK sind alle Sequenzen der Form
I, = A, 1. Die Schlussregeln von SK sind:

=) 1% =) Ty

oy N2 mexs ) Ixbes
(n=) r?zplp/’\ﬂﬁ:;AA (=" rirAi A,zpr/\j =
(=) rz}f;f HﬂiﬂAﬁA (=—) 7FFJA:,>¢A£19

Hierbei konnen jeweils fiir I', A, ¥ beliebige endliche Formelmengen
und fiir ¢, ¢, ¢ beliebige Formeln eingesetzt werden. Jede Regel besteht
aus einer oder zwei Sequenzen in der oberen Zeile, genannt Priimissen
und einer Sequenz in der unteren Zeile, genannt Konklusion.

Definition 1.27. Die Menge der ableitbaren Sequenzen von SK ist die
induktiv durch die Axiome und Schlussregeln definierte Sequenzen-
menge, d.h. die kleinste Menge, welche alle Axiome umfasst und mit
jeder Instanz der oberen Zeile einer Schlussregel auch die entsprechende
Instanz der unteren Zeile enthilt.

Ein Beweis in SK ist ein Baum, dessen Knoten auf folgende Weise
mit Sequenzen beschriftet sind:

¢ Jedes Blatt ist mit einem Axiom beschriftet.
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¢ Jeder innere Knoten des Baumes ist mit der unteren Zeile einer
Schlussregel von SK beschriftet; die Kinder dieses Knotens miissen
dann gerade mit den in der oberen Zeile dieser Regel auftretenden
Sequenz beschriftet sein. Also hat jeder innere Knoten ein oder
zwei Kinder.

Es folgt, dass eine Sequenz genau dann in SK ableitbar ist, wenn
sie als Beschriftung eines Knotens in einem Beweis von SK auftritt.
Beispiel. Die Sequenz i, (¢ V 8) = (P A ¢), (¢ A ¥) kann wie folgt in
SK bewiesen werden:

Po=>9 A0 poe=9 (YA o= WAe) Y o= (YAg)?

b9 = (YA9) (Y AD) $8= (@ne), (YAB)
P (@VE) = (P Ae) (PAD)

Wie bei jedem Beweiskalkiil sind auch beim Sequenzenkalkiil zwei
grundlegende Eigenschaften zu tiberpriifen:

e Korrektheit: Es konnen nur giiltige Objekte abgeleitet werden.
* Vollstindigkeit: Es konnen alle giiltigen Objekte abgeleitet werden.

Die Korrektheit des Sequenzenkalkiils ist leicht nachzuweisen.

Lemma 1.28. Fiir jede Regel des Sequenzenkalkiils und jede aussagen-
logische Interpretation J (deren Definitionsbereich alle vorkommenden
Aussagenvariablen umfasst) gilt: J falsifiziert die Konklusion der Regel
genau dann wenn J eine Pramisse der Regel falsifiziert. Es folgt, dass
die Konklusion genau dann giiltig ist, wenn die Pramissen giiltig sind.

Ubung 1.21. Beweisen Sie dieses Lemma.
Eine unmittelbare Konsequenz ist der Korrektheitssatz fiir SK.

Satz 1.29 (Korrektheit des Sequenzenkalkiils). Jede in SK ableitbare
Sequenz I' = A ist giiltig.

Aus dem Sequenzenkalkiil gewinnen wir unmittelbar auch einen
formalen Ableitungsbegriff fiir Formeln (statt Sequenzen).

Definition 1.30. Sei ® C AL eine Formelmenge. Eine aussagenlogische
Formel 1 ist ableitbar aus der Hypothesenmenge ® (kurz: ® I- i), wenn
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eine endliche Teilmenge I' von @ existiert, so dass die Sequenz I' = ¢
im Sequenzenkalkiil ableitbar ist. Insbesondere ist { aus der leeren
Hypothesenmenge ableitbar (kurz: - ¢) wenn die Sequenz @ = ¥ in
SK abgeleitet werden kann.

Der Sequenzenkalkiil erlaubt die systematische Suche und Analyse
von Beweisen. Dies ist ein wichtiger Vorteil gegentiber vielen anderen
Beweiskalkiilen (z.B. dem Hilbertkalkiil). Wir werden einen Algorith-
mus angeben, welcher zu jeder gegebenen Sequenz I' = A entweder
einen Beweis konstruiert, oder aber eine Interpretation findet, welche
jede Formel aus I', aber keine aus A erfiillt und damit den Nachweis
liefert, dass I' = A nicht ableitbar ist. Wir erldutern diesen Algorithmus

zundchst an zwei Beispielen.
Beispiel.

¢ Betrachte die Formel ¢ := (X — Y) — (=Y — —X). Wir suchen
also einen Beweis in SK fiir die Sequenz @ = ¢. Wir beobachten
zunichst, dass ¢ die Form (¢ — @) hat. Die einzige Regel, die
zu einer Sequenz der Form @ = (¢ — ¢) fithren kann, ist die
Regel (=—). Diese Regel kann aber nur angewandt werden, wenn
vorher die Sequenz ¢ = ¢, d.h. die Sequenz (X — Y) = (=Y —
—X) abgeleitet wurde. Wir beginnen also die Konstruktion des
Ableitungsbaums so:

(X=Y)=(-Y - -X)
Q= (X—=Y)—=(0Y - -X)

Umnun (X — Y) = (=Y — —X) abzuleiten, kénnen wir entweder
mit der Regel (—=) auf dem Antezedens oder mit der Regel
(=—) auf dem Sukzedens arbeiten. Die erste Moglichkeit fithrt zu
einer Verzweigung des Ableitungsbaums:

@ =X, (7Y = -X) Y= (Y = —X)
(X—=Y)=(0Y = -X)
D= (X—=Y)—= (Y = -X)

Die beiden Blétter werden nun mit den Regeln (=>—) und dann
(= =) und (= —) weiter bearbeitet. Dies fiihrt schliellich zu
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folgendem Ableitungsbaum:

X, Y =X Y=-XY
Y= X, -X Y, Y = =X
=X, (-Y = -X) Y = (Y = —X)

(X=Y)= (Y = —X)
D= (X—=Y)—= (0Y = -X)

Die Blitter dieses Baumes sind Axiome, und wir haben damit einen
Beweis fiir die gegebene Sequenz gefunden.

Wenn wir nach dem ersten Ableitungsschritt die zweite Moglichkeit
gewdhlt hétten und mit der Regel (=—) auf dem Sukzedens
weitergearbeitet hatten, dann waren wir schliefllich zum Beweis

X=XY X, Y=Y
(X—=Y),X=Y
X—=Y,7Y =X

(X=Y)=(0Y = -X)

D= (X—=Y)—= (0Y = -X)

gekommen. Wir sehen also, dass es verschiedene Beweise derselben
Sequenz gibt.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Sequenz (X VY) = (X AY).
Die Konstruktion des Ableitungsbaums fithrt mit der Regel (= A)
zundchst auf den Baum

XVY=X XVY=Y
XVY=XAY

Mit der Regel (V =) erhalten wir dann den Ableitungsbaum

X=X Y=X X=Y Y=Y
XVY=X XVY=Y
XVY=XAY

Die Blitter bestehen nur aus Aussagenvariablen, aber nur die
dufleren beiden sind Axiome. Die beiden Blitter Y = X und
X = Y werden durch die Interpretationen falsifiziert, welche eine
der Aussagenvariablen X, Y mit wahr, die andere aber mit falsch
belegen. Diese Interpretationen falsifizieren auch die Ausgangs-
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sequenz (X VY) = (X AY). Der Versuch, einen Beweis fiir diese
Sequenz zu konstruieren fiihrt also zu einer Interpretation, wel-
che die Sequenz falsifiziert und damit (wegen der Korrektheit des
Sequenzenkalkiils) nachweist, dass kein Beweis existiert.

Die systematische Beweissuche beruht darauf, dass zu jeder Se-
quenz I' = A und jeder darin vorkommenden nicht-atomaren Formel
genau eine Regel mit der Konklusion I' = A existiert, in deren Pramis-
sen ¢ nicht vorkommt. Der Algorithmus baut nun wie in den beiden
Beispielen ausgehend von der zu beweisenden Sequenz einen Ablei-
tungsbaum auf, indem er riickwérts von der Konklusion und einer
daraus ausgewdhlten Formel die entsprechende Regel bestimmt und
den Baum um die Pramissen dieser Regel erweitert, bis entweder eine
rein atomare, falsifizierbare Sequenz gefunden wird oder alle Blatter
mit Axiomen beschriftet sind.

Definition 1.31. Ein Ableitungsbaum T fiir eine Sequenz S ist ein Baum,
dessen Wurzel mit S beschriftet ist, so dass jeder innere Knoten von T
mit der unteren Zeile einer Schlussregel und die Kinder dieses Knotens
mit den in der oberen Zeile derselben Regel auftretenden Sequenzen
beschriftet sind.

Ein mit einem Axiom beschriftetes Blatt eines Ableitungsbaums
nennen wir positiv. Ein Blatt ist negativ, wenn es mit einer Sequenz
I' = A beschriftet ist, wobei I' und A disjunkte Mengen von Aussa-
genvariablen sind. Ein Ableitungsbaum ist vollstindig, wenn alle seine
Blatter positiv oder negativ sind.

Ein Beweis ist demnach ein Ableitungsbaum, dessen Blitter al-
le positiv sind (und welcher daher insbesondere vollstandig ist). Ein
Ableitungsbaum, der ein negatives Blatt enthilt, nennen wir eine Wider-
lequng.

Wir kénnen nun einen Algorithmus angeben, welcher zu jeder
aussagenlogischen Sequenz einen Beweis oder eine Widerlegung findet.

Satz 1.32. Algorithmus 1.3 terminiert auf jeder gegebenen Sequenz I' =
A in endlich vielen Schritten. Er findet genau dann einen Beweis, wenn
I' = A giiltig ist; andernfalls findet er eine falsifizierende Interpretation
furT = A.
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Beweis. Die Komplexitdt einer Sequenz sei die Anzahl der in ihr vor-
kommenden Junktoren. Fiir jede Regel von SK gilt, dass die Komplexitat
der Konklusion echt groSer ist als die Komplexitdt der Pramissen. Des-
halb kann die Tiefe des konstruierten Ableitungsbaums nicht grofSer
sein als die Komplexitit der Ausgangssequenz; der Algorithmus muss
also terminieren.

Wenn der Algorithmus auf I' = A einen Ableitungsbaum T findet,
dessen Blitter alle mit (+) markiert sind (deren Beschriftungen also
Axiome sind), dann ist T offensichtlich ein Beweis fiir I' = A. Aufgrund
der Korrektheit des Sequenzenkalkiils ist I' = A dann giiltig.

Andernfalls enthélt der konstruierte Ableitungsbaum ein negatives
Blatt mit einer Beschriftung I’ = A/, so dass I” und A’ disjunkte Men-
gen von Aussagenvariablen sind. Indem man die Aussagenvariablen
in I’ mit wahr, diejenigen in A’ mit falsch und alle {ibrigen beliebig
belegt, gewinnt man eine Interpretation, welche I’ = A’ falsifiziert. Aus
Lemma 1.28 folgt, dass diese Interpretation auch die Ausgangssequenz
I' = A falsifiziert. Q.E.D.

Der Sequenzenkalkiil liefert also sogar ein Entscheidungsverfahren
fur die giiltigen aussagenlogischen Sequenzen und damit auch fiir die
aussagenlogischen Tautologien. Insbesondere folgt aus Satz 1.32, dass
der aussagenlogische Sequenzenkalkiil vollstandig ist.

Folgerung 1.33 (Vollstandigkeit des Sequenzenkalkiils). Jede giiltige
aussagenlogische Sequenz ist im Sequenzenkalkiil ableitbar.

Ubung 1.22. Geben Sie Schlussregeln (& =) und (= @) fiir den
Junktor & (,,exklusives oder”) an. Konstruieren Sie im entsprechend
erweiterten Sequenzenkalkiil einen Beweis fiir die Sequenz (¢ & ¢) &
P=>9PD (D).

Ubung 1.23. Modifizieren Sie den Suchalgorithmus fiir den Sequen-
zenkalkiil zu einem Entscheidungsverfahren fiir die Erfiillbarkeit aus-
sagenlogischer Formeln, also zu einem Algorithmus, welcher zu jeder
gegebenen aussagenlogischen Formel i entscheidet, ob ¢ erfiillbar ist
oder nicht.
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1 Aussagenlogik

Algorithmus 1.3. Beweissuche im aussagenlogischen Sequenzenkal-
kal

Input: Eine aussagenlogische Sequenz I' = A.

Ein Ableitungsbaum fiir I' = A wird induktiv wie folgt aufgebaut. Zu
Beginn sei T der Baum, der nur aus der Wurzel besteht, beschriftet
mit I' = A. Solange T noch unmarkierte Blétter enthilt, werden
folgende Operationen ausgefiihrt:

Waihle ein unmarkiertes Blatt ¢; sei I’ = A’ die
Beschriftung von £.

Wenn ¢ negativ ist, dann wird die Interpretation
konstruiert, welche alle Aussagenvariablen in I’ mit
wahr und alle anderen mit falsch bewertet. Diese wird
als falsifizierende Interpretation fiir I' = A ausgegeben.
Die Prozedur ist damit beendet.

Wenn ¢ positiv ist, wird ¢ mit (+) markiert.

Andernfalls wird eine nicht-atomare Formel ¢ aus
I = A’ ausgewdhlt und die (eindeutig festgelegte)
Regel bestimmt, deren Konklusion I” = A’ ist und
deren Pramissen i nicht mehr enthalten. Dann wird T
um ein oder zwei Nachfolgeknoten von ¢ erweitert,
welche mit den Pramissen dieser Regel beschriftet

werden.

Wenn alle Blitter mit (+) markiert sind, wird T als Beweis fiir I' = A
ausgegeben und die Prozedur beendet.
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2 Syntax und Semantik der
Pradikatenlogik

Die Aussagenlogik behandelt ausschliefslich Aussagen, welche aus ato-
maren Formeln mit Hilfe der aussagenlogischen Verkniipfungen A, V, -
etc. zusammengesetzt werden. Eine aussagenlogische Interpretation
ordnet den atomaren Formeln Wahrheitswerte 0 oder 1 zu, und dies
setzt sich fort zu einer Interpretation beliebiger aussagenlogischer For-
meln. Insbesondere haben die atomaren Aussagen selbst keine innere
Struktur, ja wir abstrahieren vollstindig vom mathematischen, um-
gangssprachlichen oder technischen Inhalt einer atomaren Aussage, nur
ihr Wahrheitswert ist mafSgebend.

Fiir die meisten mathematischen Anwendungen ist die Aussagenlo-
gik viel zu ausdrucksschwach. Ublicherweise werden in der Mathematik
Aussagen {iber konkrete Strukturen getroffen, z.B. ,alle Quadratzah-
len sind positiv, 25 = 5 -5, also ist 25 positiv”. Bereits dieses kurze
Argument widersetzt sich einer Formalisierung in der Aussagenlogik.
Abstrakt hat es die Gestalt ) A ¢ — 8¢, aber ohne Zugriff auf die Struk-
tur und den Zusammenhang der Teilaussagen 1, ¢, ¢ gibt es keinen
Grund, warum eine solche Implikation wahr sein sollte.

Wir brauchen also ein ausdrucksstédrkeres logisches System. Die
Pradikatenlogik (abgekiirzt FO fiir ,first-order logic”) macht Aussa-
gen, welche durch Strukturen und Elemente von Strukturen (also nicht
durch blofle Wahrheitswerte) interpretiert werden. Bereits die atomaren
Formeln haben eine kompliziertere Struktur, sie sprechen tiber Rela-
tionen zwischen Elementen einer Struktur (z.B. 2x < y 4 3) oder tiber
die Gleichheit von Elementen (z.B. x2 = y). Aufierdem werden Aussa-
gen nicht nur mit Hilfe der aussagenlogischen Junktoren miteinander
verkntipft, es besteht auch die Moglichkeit, Existenz- oder Allaussagen
tber Elemente einer Struktur zu machen, der Art ,es gibt eine reelle
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2 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

Zahl x, so dass x2 = 2“ oder ,zu jeder Primzahl gibt es eine grofle-
re”. Was wir hingegen nicht zulassen, sind Existenz- oder Allaussagen
tiber Mengen, Funktionen oder Relationen auf der zugrundegelegten
Struktur.

2.1 Strukturen

Mathematische Strukturen bestehen aus einem Universum und aus
ausgezeichneten Funktionen und Relationen auf diesem Universum.
Beispiele sind:

e die additive Gruppe der ganzen Zahlen: (Z, +,0)

¢ der geordnete Korper der reellen Zahlen: (R, +,-,0,1, <)

¢ Graphen: Die Punkte des Graphen sind das Universum, die zwei-
stellige Relation E beschreibt die Kantenbeziehung.

Die Namen (Symbole) fiir die in einer Struktur auftretenden Rela-
tionen und Funktionen bilden die Signatur der Struktur.

Definition 2.1. Eine Signatur T ist eine Menge von Funktions- und Rela-
tionssymbolen. Jedes dieser Symbole hat eine feste endliche Stelligkeit.

Eine Signatur heif$t relational, wenn sie nur Relationssymbole ent-
hélt bzw. funktional oder algebraisch, wenn sie ausschliefllich Funktions-
symbole enthalt. Nullstellige Funktionssymbole heifsen auch Konstan-
tensymbole.

Andere Bezeichnungen fiir eine Signatur sind Symbolmenge oder
Vokabular.

Beispiel.
e Die Signatur der Arithmetik ist 7, = {+, -,0,1}, wobei + und -
zweistellige Funktionsymbole, 0 und 1 Konstantensymbole sind.
e Die Signatur der geordneten Arithmetik ist 77 = {+, -,0,1, <}.
Sie erweitert 7, um das zweistellige Relationssymbol <.

e Die Signatur von Graphen ist 7 = {E}, wobei E ein zweistelliges
Relationssymbol ist.
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2.1 Strukturen

Notation. Normalerweise verwenden wir

* P,Q,R,...,P,... fir Relationssymbole,
* f,gh,...,fi ... fur Funktionssymbole,
* cde,...,cj,...fur Konstantensymbole,

e 0,7 fiir Signaturen.

Relations- und Funktionssymbole in einer Signatur T kénnen na-
tiirlich in vielféltiger Weise durch konkrete Relationen und Funktionen
interpretiert werden. Allgemein wird eine Struktur festgelegt durch
Angabe ihres Universums und der Interpretation der Relations- und
Funktionssymbole tiber diesem Universum.

Definition 2.2. Eine 7-Struktur 2| besteht aus

e einer nichtleeren Menge A, dem Universum (oder Triiger) von 2,

e einer Interpretationsfunktion welche jedem n-stelligen Relations-
symbol P € T eine n-stellige Relation P% C A" und jedem n-
stelligen Funktionssymbol f € T eine n-stellige Funktion f% :
A" — A zuordnet.

Eine Struktur mit funktionaler Signatur T heifst auch eine T-Algebra.

Notation. Strukturen bezeichnen wir meist mit gotischen Buchstaben
A, B C, ..., der entsprechende lateinische Buchstabe A, B, C, . .. steht fiir
das Universum der Struktur. Mit 21 = (A4, P%,Pzgl, .., ff‘, fZQ[, ...) be-
zeichnen wir also eine Struktur der Signatur Tt = {P1, P5,..., f1, f>...}
mit Universum A.

Bemerkung. Es ist wichtig zwischen Relations- und Funktionssymbolen
R;, fj und ihrer Interpretation durch konkrete Relationen R?‘ bzw. Funk-
tionen f]g‘ zu unterscheiden.

Insbesondere sind die Schreibweisen (A, Py, P, ..., f1, f2,...) und
(A, T) immer als Abkiirzung fiir (A4, PJ, PR, ..., f2, f3',...) zu verste-
hen.

Wir werden eine Reihe von Beispielen im néchsten Abschnitt dis-
kutieren. Zuvor beschreiben wir zwei grundlegende Moglichkeiten, wie

eine Struktur in einer anderen enthalten sein kann.
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2 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

Definition 2.3. Seien 2l und B t-Strukturen. 2l ist Substruktur von B
(kurz: 24 C B), wenn

¢ ACB,

* fiir alle Relationssymbole R € 7 gilt: R¥* = R® N A" (wobei n die
Stelligkeit von R ist),

* fiir alle Funktionssymbole f € 7 gilt f* = f?|4, d.h. 2 ist die
Restriktion von f® auf A.

Wenn 2 Substruktur von B, so heifst 8 Erweiterung von 2.

Ist 2 eine Substruktur der t-Struktur 9B, so ist A T-abgeschlossen, d.h.
fir alle n-stelligen f € T und alle ay,...,a, € Aist f%(al,...,an) € A.
Umgekehrt gilt auch: Sei B eine 7-Struktur. Zu jeder nicht-leeren, 7-
abgeschlossenen Teilmenge A C B gibt es genau eine Substruktur von
B mit Trager A. Wir nennen sie die von A in B induzierte Substruktur.

Beispiel. 2N := {2n : n € N} ist {+}-abgeschlossen. Also ist
(2N, +) € (N, +). Hingegen ist 2N +1 := {2n+1 : n € IN} nicht
{+}-abgeschlossen und kann somit nicht Tréger einer Substruktur von
(N, +) sein.

Waihrend beim Begriffspaar Substruktur/Erweiterung die Signatur
fest bleibt und das Universum verdndert wird, ist dies beim Begriffspaar
Redukt/Expansion genau umgekehrt.

Definition 2.4. Seien ¢ C T Signaturen, und sei B eine 7-Struktur. Das
o-Redukt B | o von B ist die o-Struktur, die wir aus B erhalten, wenn
wir die Relationen und Funktionen in 7 \ ¢ einfach weglassen. Ist
Redukt einer 7-Struktur B, so nennen wir ‘B eine t-Expansion von 2.

Beispiel. Die additive Gruppe der reellen Zahlen (R, +,0) ist das {+,0}-
Redukt des Korpers der reellen Zahlen (R, +, -,0,1).

2.2 Ein Zoo von Strukturen

MENGEN. Sei T = @. Die @-Struktur mit Universum A ist einfach die
Menge A.
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2.2 Ein Zoo von Strukturen

GraPHEN. Die Signatur von Graphen ist tg = {E}, wobei E ein
bindres Relationssymbol ist. Eine beliebige 15-Struktur ist ein gerichteter
Graph. Ein ungerichteter Graph ist eine 1g-Struktur G = (V,E®) mit
Punktmenge V (dem Universum von G) und einer Relation E GCcvxV,
welche folgende Bedingungen erfiillt:

(Keine Schlingen) Fiir alle v € V gilt: (v,v) ¢ EC.

(Symmetrie) Fiir alle u,v € V: Wenn (u,v) € E®, dann auch (v,u) €

EC.

LINEARE UND PARTIELLE ORDNUNGEN. Eine partielle Ordnung ist eine
{<}-Struktur (A, <) welche folgende Bedingungen erfiillt:
(Irreflexivitat) Fiir kein a € A gilta < a.

(Transitivitdat) Wenn a < bund b < ¢, dann auch 2 < c.

Daraus folgt insbesondere auch, dass < antisymmetrisch ist: Wenn a < b,
dann nicht b < a.

Eine lineare oder totale Ordnung erfiillt als zusatzliche Bedingung:
(Vergleichbarkeit) Fiir alle a,b gilta < b,a =b oder b < a.

Offensichtlich sind (N, <) und (R, <) (mit der tiblichen Interpre-
tation von <) lineare Ordnungen. Fiir jede Menge A ist (P(A), C) eine
partielle Ordnung, fiir |A| > 1 aber keine lineare Ordnung.

Eine lineare Ordnung ist dicht, wenn zu zwei beliebigen Elementen
a < b immer ein c existiert mita < ¢ < b.

Eine Wohlordnung ist eine lineare Ordnung (A, <) ohne unendliche
absteigende Ketten: Es gibt keine unendliche Folge a9, 41,4, ... in A so
dass a;11 < a; firalle i € IN. Zum Beispiel ist (N, <) eine Wohlordnung
wihrend (Z, <) oder (Q", <) keine Wohlordnungen sind.

WORTSTRUKTUREN. Sei I ein Alphabet, d.h. eine beliebige, in der Regel
abzéhlbare, Menge von Symbolen. Ein Wort tiber T ist eine endliche
Folge w = wp - - - w,_1 von Symbolen aus I'. Jedem solchen Wort w
ordnen wir eine Struktur B(w) der Signatur {<} U{P; : a € T'} mit
einstelligen Relationssymbolen P, zu. Das Universum von B (w) ist die
Menge {0,...,n — 1} der Positionen an denen Symbole stehen, < ist
die tibliche Ordnung auf dieser Menge und P, := {i < n : w; = a}
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2 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

ist die Menge der Positionen an denen im Wort w das Symbol a steht.
Das Wort w = abbcab tiber dem Alphabet {a,b, ¢} wird also durch die
Wortstruktur

%(w) = ({O/ 1/2/3/4/5}/ </Pﬂ/Pb/ PC)

mit P, = {0,4}, P, = {1,2,5} und P, = {3} représentiert.

In der Logik wird die Menge der natiirlichen Zahlen oft mit w

bezeichnet. Ein unendliches Wort oder w-Wort ist eine unendliche Folge
z = zpz1 - - - € I'Y von Symbolen aus I'. Die entsprechende Wortstruktur
ist B(z) := (w, <, (Pa)ger) mit Py = {i € w: z; = a}.
Bemerkung (Bemerkung zur Anwendung). In der Automatentheorie
wird haufig der Zusammenhang zwischen Logiken und Automatenmo-
dellen untersucht. Dafiir ist es notwendig, ein Wort (also die Eingabe
fiir einen Automaten) als Struktur (also als Objekt, tiber dem Formeln
ausgewertet werden konnen) darzustellen.

TRANSITIONSSYSTEME. Ein Transitionssystem besteht aus einer Menge
S von Zustinden und aus einer Menge A von Aktionen oder Programmen,
welche Zustande in neue Zustande tiberfithren. Zusitzlich hat man
in der Regel eine Menge B von Eigenschaften, welche die Zustinde
haben oder nicht haben kénnen. Ein solches Transitionssystem wird
beschrieben durch eine Struktur mit Universum S, einer Menge {P; :
b € B} von monadischen (d.h. einstelligen) Relationen und einer Menge
{Eq : a € A} von bindren Relationen auf S. Dabei soll P, die Menge der
Zustande mit der Eigenschaft b sein, und die Relation E,; soll auf ein
Paar (s, t) von Zustdnden zutreffen, genau dann, wenn das Programm
a den Zustand s in den Zustand ¢ tiberfiihrt.

Eine wichtige Methode zur Verifikation paralleler Systeme besteht
darin, diese als Transitionssysteme zu modellieren und Bedingungen
wie Fairness, Sicherheit, Deadlock-Freiheit etc. in einer geeigneten logi-
schen Sprache zu formulieren und auf dem Transitionssystem auszu-
werten. Formale Spezifikation und Verifikation solcher Systeme ist eine
der wichtigsten Anwendungen der Logik in der Informatik.

44



2.2 Ein Zoo von Strukturen

RELATIONALE DATENBANKEN. Eine relationale Datenbank ist, informell
gesprochen, eine endliche Kollektion von endlichen Tabellen, welche
sich zeitlich verdndern. Jede Zeile in einer solchen Tabelle R ist ein Tupel
(a1,...,an) € D1 X - -+ X Dy wobei Dy, .. ., Dy, die den einzelnen Spalten
(im Datenbank-Jargon: den Attributen) zugeordneten Domiinen sind
(z.B. Integers, Strings,...). Sei D die Vereinigung aller in der Datenbank
vorkommenden Domaénen. Die Tabelle R kann dann als eine n-stellige
Relation tiber D aufgefasst werden: R C D".

Ein aktueller Zustand der Datenbank ist also eine endliche Kollekti-
on von endlichen Relationen Ry, ..., Ry, tiber dem (in der Regel unend-
lichen) Universum D. Dies entspricht der Struktur ® = (D, Ry, ..., Rp).

Fiir viele Zwecke ist aber diese Formalisierung problematisch: Ele-
mentare Operationen wie die Bildung des Komplements einer Relation
fiihren zu unendlichen Relationen. Daher ist eine Formalisierung durch
eine endliche Struktur oft zweckméfiger. Anstelle des unendlichen Uni-
versums D betrachte man die aktive Domiine ad(®), welche aus all
denjenigen Objekten besteht, die in einer der Relationen Ry, ..., Ry
vorkommen, also

ad(®) :={a € D: esgibtein R; und ein (by,...,b;) € R;,

so dass b; = a fiir ein j < r}.

Da alle Relationen R; endlich sind, ist auch ad(®) endlich und die end-
liche Substruktur (ad(®),Rj,...,Ry) von D ist eine addquate endliche
Formalisierung des Datenbank-Zustandes.

Anfragen an eine Datenbank entsprechen dem Auswerten logischer
Formeln auf (endlichen) Strukturen. Es bestehen daher enge Verbindun-
gen zwischen der Mathematischen Logik und der Theorie relationaler
Datenbanken. Ein Teilgebiet der mathematischen Logik befasst sich
sogar mit der Datenbanktheorie, was insbesondere Fragestellungen zur
Ausdrucksstédrke von Logiken umfasst.

ARITHMETISCHE STRUKTUREN. Die Signatur der Arithmetik ist 7oy =
{+,-,0,1}, die Signatur der geordneten Arithmetik 757 = tar U {<},
wobei wir annehmen, dass die Symbole +, -, 0,1, < in der tiblichen Wei-
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2 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

se interpretiert werden. Trotzdem gibt es natiirlich ganz verschiedene
arithmetische Strukturen, z.B.:

e N =(N,+,:,0,1), die Standard-Arithmetik der natiirlichen Zahlen.
Die geordnete Standard-Arithmetik ist N~ = (N, 4+, -,0,1, <). Sie ist
eine Expansion von 1.

¢ Beliebige Ringe, insbesondere der Ring 3 = (Z, +,-,0,1) der gan-
zen Zahlen. Offensichtlich ist 3 eine Erweiterung der Standard-
Arithmetik 91.

e Beliebige Korper, etwa den Korper R = (R, +,-,0,1) der reellen
Zahlen, den Korper Q = (Q, +,-,0,1) der rationalen Zahlen oder
endliche Korper.

¢ Die Standard-Arithmetik O lasst sich durch Hinzunahme von ‘un-
endlichen Elementen’ zu neuen arithmetischen Strukturen erwei-
tern. Die einfachste Variante ist (N U {o0},+, -,0,1) mit

A+00=04+a=0-00=00:-0 =00

fiir alle s € N U {o0}.

Beweise in der Mathematik lassen sich grundlegend auf Ableitungen
préadikatenlogischer Formeln tiber arithmetischen und anderen bekann-
ten mathematischen Strukturen zurtickfithren. Man kann sogar sagen,
dass die Logik dazu dient, eine formale Grundlage fiir die Mathematik
zu beschreiben.

BOOLESCHE ALGEBREN. Sei A eine beliebige Menge. Die Boolesche Alge-
bra iiber A ist BA(A) = (P(A),U,N,~, D, A), wobei U, N, ~ Vereinigung,
Durchschnitt und Komplement in A bedeuten.

GRUPPEN. Wie kénnen Gruppen (im Sinne der Algebra) durch Struk-
turen gemafs Definition 2.2 formalisiert werden? Dafiir gibt es mehrere
Moglichkeiten, abhéngig davon, welche in Gruppen vorkommenden
Funktionen und Relationen explizit (d.h. in der Signatur) vorkommen
sollen. Mit den {iblichen Bezeichnungen o fiir die Gruppenoperation,
e fiir das neutrale Element, g~ fiir das zu g inverse Element ergeben
sich sofort die Moglichkeiten
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(1) @ = (G’O)/
(2) 8 =(G,o0,¢) und
(3) 8 =(G,0e, 7).

Die Wahl der Signatur ist abhédngig von der jeweiligen Absicht: Will man
eine moglichst minimale Formalisierung, wird man (1) oder (2) wéhlen,
da die Gruppe dadurch bereits eindeutig festgelegt ist. Andererseits gibt
es algebraische Uberlegungen, welche die dritte Moglichkeit nahelegen:
Wenn die Funktion ~! hinzugenommen wird, sind die Substrukturen
von & genau die Untergruppen. Dies ist nicht der Fall bei den beiden
ersten Formalisierungen. So ist etwa (IN, +,0) eine Substruktur von
(Z,+,0) (der additiven Gruppe der ganzen Zahlen), aber offensichtlich
keine Untergruppe.

In der Praxis sind oft noch ganz andere Operationen wesentlich,
etwa die Multiplikation mit erzeugenden Elementen der Gruppe.

VEKTORRAUME. Zum Abschluss diskutieren wir das Problem der For-
malisierung von Vektorraumen. Interessant ist dies deshalb, weil hier
Objekte verschiedener Art auftreten: Vektoren und Skalare.

Sei etwa V ein Vektorraum {iber dem Koérper K. Man kann eine
Formalisierung wiéhlen, in der das Universum ausschliefllich aus den
Vektoren besteht, und die Elemente des Grundkorpers als Operationen
auf dem Universum in Erscheinung treten. Dem Vektorraum entspricht
dann die algebraische Struktur (V,+,0, (fi)rex) mit fx(v) := kv (Mul-
tiplikation mit Skalar k). Fiir algebraische Uberlegungen ist dies bei
festem Grundkorper K die geeignete Formalisierung, da die Substruk-
turen genau den linearen Unterrdaumen entsprechen (Abgeschlossenheit
unter Addition und unter Multiplikation mit Skalaren). Wenn wir im fol-
genden tiber Vektorrdume sprechen, ist meistens diese Formalisierung
gemeint.

2.3 Syntax der Pradikatenlogik

Wir fixieren eine Signatur T und definieren die Menge der 7-Terme
und die Menge der T-Formeln induktiv als Wortmengen iiber einem
Alphabet Alph(t), welches aus folgenden Symbolen besteht:
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2 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

¢ den Relations- und Funktionssymbolen in T,

e einer festen abzihlbar unendlichen Menge VAR = {vg,v1,vs,...}
von Variablen,

o dem Gleichheitszeichen =,
e den aussagenlogischen Junktoren —, A,V und —,
e dem Existenzquantor 3 und dem Allquantor V,

¢ den Klammersymbolen (, ).

T-Terme sind bestimmte Worter {iber diesem Alphabet, welche aus
Variablen und Funktionszeichen zusammengesetzt sind. Wir verwenden
hier eine klammerfreie Notation.

Definition 2.5. Die Menge T(7) der t-Terme ist induktiv wie folgt
definiert:

¢ VAR C T(7), d.h. jede Variable ist ein 7-Term.

e Sind fy,...,t; T-Terme und f ein n-stelliges Funktionssymbol aus
T, so ist auch ft; - - - t; ein T-Term.

Wenn wir einen Term in der Form #(x1,...,x,) schreiben, dann
meinen wir, dass x1, ..., X, paarweise verschiedene Variablen sind und
dass in f keine anderen Variablen als diese vorkommen.

Man beachte, dass insbesondere jedes Konstantensymbol ¢ aus
T ein T-Term ist. Ein Grundterm ist ein Term in dem keine Variablen
auftreten.

Beispiel. Die Signatur T enthalte die Funktionssymbole f (einstellig), g
(zweistellig) und c (nullstellig). Sei x € VAR eine Variable. Dann sind
die folgenden Worter t-Terme.

x, ¢ fx, fc, gxx, gfxc, ggccfx.

Dabei sind ¢ und fc Grundterme.

Es ist oft niitzlich, Terme als Baume aufzufassen. Die Baumnotation
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des Terms ggccfx ist:
/ g \

A

c c

Eindeutige Lesbarkeit von Termen. Jedes Wort in Alph(t)* kann auf
hochstens eine Weise als ein Term aufgefasst werden. Um dies nach-
zuweisen, zeigt man zundchst per Induktion tiber den Termaufbau,
dass kein 7-Term ein echtes Anfangsstiick eines andern t-Terms sein
kann. Daraus folgt, dass fiir jeden Term ft; - - - f, die unmittelbaren
Unterterme {4, ..., t, eindeutig bestimmt sind.

Definition 2.6. Die Menge FO(T) der t-Formeln der Pradikatenlogik ist
induktiv definiert wie folgt:

(1) Sind #1, tp T-Terme dann ist {; = f, eine T-Formel.

(2) Sind t4,...,t; T-Terme und ist P € 7 ein n-stelliges Relationssym-
bol, dann ist Pty - - - t;; eine T-Formel.

(3) Wenn 1 eine t-Formel ist, dann auch —.

(4) Wenn ¢ und ¢ t-Formeln sind, dann auch (¢ A ¢), (¢ V ¢) und
(¥ = 9).

(5) Wenn ¢ eine t-Formel ist und x € VAR eine Variable, dann sind
Ix¢p und Vx4p T-Formeln.

Eine Formel, die nur nach den Regeln (1) und (2) definiert ist, heift
atomar, Atom-Formel oder einfach Atom. Literale sind Atome und deren
Negationen. Formeln, die nur nach den Regeln (1) — (4) definiert sind,
heilen quantorenfrei.

Wie in der Aussagenlogik ist auch die Syntax der Pradikatenlogik
induktiv definiert. Man beachte allerdings, dass die Atome bereits
induktiv definiert und damit beliebig komplexe Objekte sind.
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Beispiel. Sei T = {E, f}, wobei E ein zweistelliges Relationssymbol und
f ein einstelliges Funktionssymbol sind. Hier sind einige Formeln aus

FO({E, f}):
® vy =11,
¢ ((Evgovg V fug = v1) A ~Ev1fuvp),
® VooVo1(—vg = v1 — Evgoy),
® YougVv1(Evguy — Jua(Evgvg A Evguyg)).

KONVENTIONEN ZUR NOTATION VON FORMELN. Wie bei der Aussa-
genlogik benutzen wir auch bei der Pradikatenlogik abkiirzende oder
vereinfachende Schreibweisen. Zum Beispiel bezeichnen wir Variablen
in der Regel mit anderen Symbolen, etwa x,y, z, xg, X1, . . ., anstelle von
vg,v1, ... € VAR. Fiir Terme, die aus Funktionssymbolen wie +, -, o etc.
gebildet werden, verwenden wir in der Regel die Infix-Notation x + y
statt +xy; dhnliches gilt fiir Atome wie etwa t; < tp oder gelegentlich
auch xEy. Anstelle von —t; = f; schreiben wir t; # t;. Wo dies fiir die
Lesbarkeit niitzlich ist, werden wir von der klammerfreien Notation von
Termen abweichen: Zum Beispiel schreiben wir x + (y +z) = (x +y) +z
anstelle von +x + yz = +-+xyz. Andererseits werden wir in Formeln
oft Klammern weglassen, welche fiir das Verstandnis tiberfliissig sind.
Allerdings sind Klammern zur eindeutigen Lesbarkeit von Formeln
mit Quantoren oft notwendig. So bezeichnet die Schreibweise Vx¢ V
nicht die Formel Vx(¢ V ¢), sondern koénnte (weniger formal) auch
als (Vx¢) V ¢ geschrieben werden. Wie spéter bei der Definition der
Semantik deutlich wird, sind diese Formeln nicht logisch dquivalent.
Man beachte, dass diese anschaulichen Mitteilungsweisen keine
Terme und Formeln im eigentlichen Sinn mehr sind sondern meta-
sprachliche Umschreibungen solcher Objekte. Die prazise formale Defi-
nition der syntaktischen Objekte ist notwendig fiir die Préazisierung des
Begriffs einer logischen Aussage, fiir die Analyse des Beweisbegriffs
und insbesondere fiir die maschinelle Verarbeitung mathematischer
Aussagen. Fiir die metasprachliche Kommunikation ist eine allzu for-
male Notation hingegen eher hinderlich als hilfreich. Dies gilt nicht
nur fiir logische Formeln; auch in der Kommunikation tiber andere
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2.3 Syntax der Pridikatenlogik

syntaktische Objekte, etwa Computer-Programme (fiir die eine prazise
Syntax natiirlich zwingend erforderlich ist), wird man, etwa bei der
Konzeption und Analyse informellere Beschreibungen vorziehen.

Wir weisen aufierdem darauf hin, dass ein Ausdruck t; = t; je
nach Kontext entweder eine Formel aus FO(7) oder aber eine meta-
sprachliche Aussage sein kann, welche die Gleichheit der beiden Terme
ty, t> als syntaktische Objekte ausdriickt. Um diese mogliche Quelle
von Konfusionen zu vermeiden, kann man entweder zwei verschiedene
Gleichheitszeichen einfiihren oder einfach versuchen, sorgfiltig zu sein.
Wir wihlen hier die zweite Moglichkeit.

FREIE UND GEBUNDENE VARIABLEN. Ein Vorkommen einer Variablen x
in einer Formel ¢ kann frei oder gebunden sein. Es ist gebunden, wenn
es in einer Unterformel der Form Jx¢ oder Vx stattfindet, andernfalls

ist es frei.
Beispiel. In der folgenden Formel sind unterstrichene Vorkommen von
Variablen gebunden, nicht unterstrichene Vorkommen sind frei.
Ix(Eyz AVz(z = x V Eyz)).
Man beachte, dass z in dieser Formel sowohl frei als auch gebunden
vorkommt.
Formal ist die Menge der in einer Formel frei auftretenden Varia-

blen wie folgt definiert.

Definition 2.7. Sei t € T(7) ein Term und ¢ € FO(7) eine Formel.
Mit var(t) bzw. var(y) bezeichnen wir die Menge aller in t bzw. @
auftretenden Variablen. Die Menge frei(y) der freien Variablen von 3
ist induktiv wie folgt definiert:

e Fiir atomare Formeln 1 ist frei(¢) := var(¢).

e frei(—y) := frei(y).
e frei(¢p o @) := frei(y) Ufrei(g) fiir o € {A,V, —}.

e frei(Ixy) = frei(Vxy) := frei(y) \ {x}.
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2 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

Oft bezeichnen wir eine Formel in der Form #(x1, ..., x;), um an-
zudeuten, dass hochstens die Variablen x1, ..., xj in ¢ frei vorkommen.
Ein 7-Satz ist eine T-Formel ohne freie Variablen.

Miichtigkeit von T(t) und FO(t). Wenn T abzihlbar ist, dann auch
das Alphabet Alph(7). Es folgt dann, dass auch Alph(7)*, und damit
insbesondere T(7) und FO(7) abzdhlbar sind. Andererseits sind T(7)
und FO(7) auch bei endlicher Signatur 7 (sogar bei T = @) unendlich.
In der Tat enthilt T(7) alle Variablen und FO(7) alle Formeln x = y fiir
x,y € VAR.

2.4 Semantik der Pradikatenlogik

Definition 2.8 (Modellbeziehung). Sei T eine Signatur. Eine t-Interpre-
tation ist ein Paar J = (2, B), wobei 2 eine t-Struktur und f: X — A
eine Belegung von Variablen durch Elemente von A ist. Dabei ist X =
dom(B) C VAR. Eine t-Interpretation J = (2, ) ordnet

e jedem Term t € T(7) mit var(t) C dom(B) einen Wert [t]” € A zu,
und

¢ jeder Formel ¢ € FO(T) mit frei(y) C dom(B) einen Wahrheits-
wert [y]? € {0,1}. (Wie tiblich steht O fiir falsch und 1 fiir wahr.)

Die Zuordnung dieser Werte erfolgt induktiv geméafi dem Aufbau der
Terme und Formeln. Fiir einen Term ¢ ist [t]” definiert durch:

* Fiir x € dom(B) ist [x]” := B(x).
o Fiirt = fty -ty ist [t]7 := f2A([11]7, - .., [ta]?)-
Fiir atomare Formeln 1 ist [[1/]]]:7 wie folgt definiert:
1 wenn [t;]° = [t2]°,
o [h=1t]7 = {
0 sonst.
1 wenn ([]°,...,[ta]”) € P2,
0 sonst.

o [Pty---t,]7 := {

Die Bedeutung der Junktoren —, A,V und — ist genau die gleiche wie
in der Aussagenlogik:
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[=9]” == 1—[y]”.

[y v @] := max([9]”, [¢]°).

[¥ A ¢]7 := min([p]”, [¢]).

[y — ¢]” := [~¢V ¢]7 = max(1 - [¢]”, [¢]”).

Um [3xyp]” und [Vxy]? zu definieren, verwenden wir folgende Nota-

tion: Sei B : X — A eine Belegung, x eine Variable und a ein Element
von A. Wir definieren eine neue Belegung B[x/a] : X U {x} — A durch

a sonst.

Blx/al(y) == {/5(y) wenn y # x,

und definieren:
o [Fxy]? := max[y] /4.
acA
. T mi J[x/a)
[Vxy]” := minfy] :

Es gilt also genau dann [3x]” = 1, wenn ein a € A existiert, so
dass [[lp]]j[x/ 4 — 1, und [Vxp]? = 1, wenn fiir alle a € A gilt, dass
M,ﬂj[x/a] -1

Ein Modell einer Formel ¢ ist eine Interpretation J = (2, 8), so dass
frei() € dom(B) und [¢]” = 1. Wir schreiben dann: (2, 8) |= ¥ oder
auch 2 = ¢[B] und sagen, dass ¢ in A unter der Belegung B gilt. Ist i ein
Satz, schreiben wir auch 2 = ¢.

Ein Modell einer Formelmenge ® C FO(T) ist eine T-Interpretation
J = (A, B), so dass A = @[] fiir alle ¢ € & gilt. Ein Modell einer
Formelmenge erfiillt also alle Formeln in dieser Menge gleichzeitig.

Man beachte, dass eine Formel ¢ € FO(c) auch zu FO(7) gehort,
wenn ¢ C 7. Eine Interpretation (2, B) ist also passend fiir eine Formel
1§ (oder eine Formelmenge ®) wenn alle Funktions- und Relationssym-
bole von ¢ (bzw. ®) in der Signatur von 2 enthalten sind und alle
freien Variablen von ¢ (bzw. ®) zum Definitionsbereich von B geho-
ren. Offensichtlich ist fiir die Modellbeziehung die Interpretation der
Relations- und Funktionssymbole, welche in ¢ gar nicht vorkommen,
sowie die Belegung der in i nicht frei auftretenden Variablen unerheb-
lich. Dieser Sachverhalt, den man durch eine einfache, aber langweilige
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2 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

Induktion iiber den Formelaufbau nachweisen kann, wird durch das
Koinzidenzlemma ausgedrtickt.

Lemma 2.9 (Koinzidenzlemma). Sei ¢ € FO(c N 1), (2, B) eine o-Inter-
pretation und (2, ') eine t-Interpretation, so dass folgendes gilt:

(i) 2 und 2 haben dasselbe (¢ N 7)-Redukt: A | (cN7t) = A |
(enT).
(ii) frei(y) C dom(B) Ndom(p') und B(x) = B'(x) fiir alle x € frei(y).

Dann gilt 2 = 9[p] genau dann, wenn 2’ |= ¢[B'].

Notation. Wie erwidhnt, deuten wir mit der Notation ¢(x1,...,x;) an,
dass frei(¢) C {xq,...,x;}. Sei nun (2, B) eine Interpretation welche
die Variablen x, ..., x; durch die Elemente ay = B(x1),...,a, = B(xx)
bewertet. Wir schreiben dann anstelle von 2 |= [] meistens 2 =
¢(ay,...,a;). (Diese Notation ist durch das Koinzidenzlemma gerecht-
fertigt, denn es gilt dann A = [p'] fiir alle Belegungen p’, welche
X1,...,% auf a,...a; abbilden.) Ist ¢ ein Satz (also frei(y) = @) so
schreiben wir [g]* = 1 bzw. 2 |= ¢ und nennen 2 ein Modell von .
Beispiel. Sei ¢ := 3z(Exz A Ezy) und ¢ := VxVy(Exy — ). Offensicht-
lich ist i eine {E}-Formel mit frei(y) = {x,y} und ¢ ein {E}-Satz.

Die Interpretation 3 = (2, 8) mit A = (N,E®), E* = {(m,n) :
m ist ein echter Teiler von n} und B(x) = 2, B(y) = 36 ist ein Modell
von P(x,y), d.h. A = ¥(2,36). In der Tat existiert ein m € IN (z.B.
m = 6), so dass unter der Belegung f[z/m] die Formel (Exz A Ezy) in 2
gilt. Jedoch gilt nicht 2 |= ¢, denn unter der Belegung x +— 2,y — 4 ist
(Exy — 1) falsch in 2 (2 ist echter Teiler von 4, aber es gibt keine Zahl,
welche echt von 2 geteilt wird und ihrerseits 4 echt teilt). Hingegen ist
(Q, <) ein Modell von ¢, da Q dicht geordnet ist.

Definition 2.10. Sei ® eine Menge von 7-Sédtzen. Die Modellklasse von &
(kurz: Mod(®)) besteht aus aus allen 7-Strukturen 2 mit 2 = ®. Eine
Klasse K von t-Strukturen ist axiomatisiert durch ®, wenn K = Mod(®).
Wir nennen ® dann ein Axiomensystem fiir K.
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Beispiel.

¢ Die Klasse aller ungerichteten Graphen ist die Modellklasse von
@Graph = {Vx—Exx, VxVy(Exy — Eyx)}.
e Die Klasse aller Gruppen (G, o, ¢, ~1) ist axiomatisiert durch

PGruppe = {VAVYVz(x o (yoz) = (xoy)oz),
Vx(xoe=x),Vx(xox ' =e)}.

¢ Ein Axiomensystem fiir die Klasse aller linearen Ordnungen ist

P = {Vx—x < x,VaVyVz(x <yAy <z —x<z),
VaVy(x <yVx=yVy<x)}

¢ Fiir eine beliebige Signatur T und n € IN sei K>, die Klasse der
T-Strukturen mit mindestens n Elementen. K>, ist (fir n > 2)
axiomatisiert durch den Satz

@>p = Tx1 -+ - 3xy /\ Xj # Xj.

1<i<j<n

Die Klasse K aller unendlichen t-Strukturen ist axiomatisiert
durch das unendliche Axiomensystem ®o, = {@>, : 1 € N}.

Die semantische Folgerungsbeziechung ® = ¢ (¢ folgt aus
®”), sowie die Begriffe ,erfiillbar”, ,allgemeingiiltig” und ,logisch
dquivalent”(¢ = ¢) sind wie fiir die Aussagenlogik definiert.

Definition 2.11 (Semantische Folgerungsbeziehung). Sei ® C FO(t)
eine Formelmenge, ¢ € FO(1) eine Formel. Wir sagen, dass ¢ aus ®
folgt (kurz: ® = ), wenn jede zu ® U {¢} passende Interpretation,
welche ein Modell von @ ist, auch Modell von ¢ ist. Wenn ® = {¢}
schreiben wir auch ¢ |= ¢ anstelle von {¢} = ¢.

Beispiel.

* OGruppe = P bedeutet, dass i in jeder Gruppe gilt. Man beachte,
dass PGryppe eine Menge von Sitzen ist, dass aber in ¢ durchaus
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freie Variablen vorkommen diirfen. Da jedes Modell von DGruppe
auch ein Modell von ¢ sein muss, bedeutet ®Gryppe = ¥, dass
(6,B) = ¢ fiir jede Gruppe ® und jede Belegung . Zum Beispiel
gilt @Gruppe Exlox=e(dain jeder Gruppe das (Rechts-)Inverse
jedes Elements auch Linksinverses ist.) Hingegen ist ®Gruppe [~
x oy = y o x, da nicht jede Gruppe kommutativ ist.

¢ O, = ¢ bedeutet, dass ¢ in allen unendlichen Strukturen gilt.

Definition 2.12. Hat eine Formel ¢ (oder eine Formelmenge ®) ein Mo-
dell, so heifit ¢ (bzw. ®) erfiillbar, andernfalls unerfiillbar. Eine Formel ¢
hei8t allgemeingiiltig (kurz: |= 1), wenn jede zu i passende Interpretati-
on ein Modell von ¢ ist. Dies ist 4quivalent zu @ |= . Zwei Formeln
und ¢ heiBen logisch iquivalent (kurz: = @), wenn ¢ = ¢ und ¢ |= ¢.

Definition 2.13. Sei ¢ eine Formel mit freien Variablen x, ..., xf. Dann
nennen wir die Sdtze Jx; - - - xgp und Vxq - - - Vxp den existentiellen
bzw. universellen Abschluss von .

Lemma 2.14.

(i) Eine Formel ist genau dann erfiillbar, wenn ihr existentieller Ab-
schluss erfiillbar ist.

(ii) Eine Formel ist genau dann allgemeingiiltig, wenn ihr universeller
Abschluss allgemeingiiltig ist.

2.5 Normalformen

Der Begriff einer Normalform taucht in vielen Gebieten der Mathematik
auf. Die allgemeine Situation ist die, dass auf einer Menge M von ma-
thematischen Objekten (hier: von Formeln) ein Begriff der Aquivalenz
gegeben ist (formalisiert durch eine Aquivalenzrelation! ~). Angestrebt
wird eine Aussage der Art, dass fiir eine bestimmte Teilmenge N C M
(von Objekten ,,in Normalform*) jede ~-Aquivalenzklasse einen Re-
prasentanten in N besitzt. Oft sind auch stirkere Aussagen erwiinscht,
etwa tiber die effiziente Konstruierbarkeit solcher Reprédsentanten. Ein

!Erinnerung;: Eine Aquivalenzrelation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Die Aqui-
valenzklasse von a unter ~ ist [a] = {b | 2 = b}, Elemente von [a] heif Représentanten.
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bekanntes Beispiel aus der Linearen Algebra sind die Sitze tiber Nor-
malformen von Matrizen.

Wir sind hier interessiert an Normalformen fiir Formeln der Pradi-
katenlogik. Die zugrunde gelegte Aquivalenzrelation ist in der Regel die
logische Aquivalenz; wir werden aber am Ende dieses Abschnitts auch
eine Normalform fiir eine schwéchere Aquivalenzrelation betrachten,
namlich die Skolem-Normalform.

Wir beginnen mit einer einfachen Beobachtung, welche die Technik
begriindet, Transformationen in dquivalente Formeln per Induktion
uber den Formelaufbau durchzufiihren.

Lemma 2.15 (Ersetzungslemma). Fiir beliebige Formeln ¢, ¢’, ¢, ¢’ €
FO(71) gilt:

(i) Wenn ¢ = ¢, dann auch -y = —¢.
(ii)) Wenn ¢ = ¢/ und ¢ = ¢/, dann auch (Yo ¢) = (¢ o ¢') fiir
o€ {AV,—}
(iii) Wenn ¢ = ¢, dann auch Jdx¢ = Jx¢ und Vxyp = Vxe.
(iv) Sei ¥ eine Teilformel von ¢ und sei & = ¢. Sei weiter P[d/¢]
diejenige Formel, die man aus ¢ erhilt, indem man ¢ durch ¢
ersetzt. Dann ist ¢ = ¢[8/ ¢].

Beweis. Die Aussagen (i)—(iii) sind trivial; (iv) ergibt sich durch Indukti-
on iiber den Formelaufbau mittels (i)—(iii). Q.E.D.

REDUZIERTE FORMELN. Aus der Definition der Modellbeziehung ergibt
sich sofort, dass fiir beliebige Formeln 1, ¢ folgende Aquivalenzen
gelten. (1) und (2) kennen wir bereits aus der Aussagenlogik.

M pAe==(-9Vg),
2 ¢ —>¢=-9Veund
B) Vx¢p = ~Ix—p.
Daraus folgt, dass wir uns ohne Verlust an Ausdrucksstédrke etwa
auf die Junktoren V, — und den Quantor 3 beschrianken konnen. Wir

nennen Formeln, in denen die Symbole A, = und V nicht vorkommen,
reduziert.
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Lemma 2.16. Zu jeder Formel iy € FO(7) kann man effektiv eine logisch

dquivalente reduzierte Formel konstruieren.

Wir kénnen daher in vielen Féllen die Betrachtung auf reduzierte
Formeln beschranken. Der Vorteil der Verwendung reduzierter Formeln
liegt darin, dass sie aus weniger Symbolen aufgebaut sind und daher
konzisere Definitionen und kiirzere Induktionsbeweise erlauben.? Ein
Nachteil reduzierter Formeln ist, dass sie langer und schlechter lesbar
werden.

NEGATIONSNORMALFORM. In manchen Situationen (z.B. fiir Auswer-
tungsalgorithmen oder fiir die spieltheoretische Deutung der Semantik,
siehe Abschnitt 2.6) ist es praktisch, den nicht-monotonen Junktor —
auszuschlieffen und die Anwendung der Negation auf atomare Formeln
einzuschréanken.

Definition 2.17. Eine Formel ist in Negationsnormalform, wenn sie aus
Literalen (d.h. atomaren Formeln und Negationen atomarer Formeln)
nur mit Hilfe der Junktoren V, A und der Quantoren 3 und V aufgebaut
ist.

Satz 2.18 (Satz tiber die Negationsnormalform). Jede Formel aus FO ist
logisch dquivalent zu einer Formel in Negationsnormalform.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass — eliminiert werden kann.
Durch wiederholte Anwendung der De Morganschen Regeln

(Y Ae)=(ypV-e), ~(YVe)=(pAg)
und den Quantorenregeln
—dxyp = Vxyp, —Vxyp = Ix—y
sowie der Regel

=

2Aus diesem Grund wird in einigen Lehrbiichern die Pradikatenlogik nur mit den
Junktoren V, —~ und dem Existenzquantor eingefiihrt. Formeln mit A, V, — und V werden als
abkiirzende, informelle Schreibweisen fiir die eigentlichen, reduzierten Formeln verstanden.
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kann jede FO-Formel in eine dquivalente Formel transformiert werden,
in der Negationen nur noch auf Atome angewandt werden. Q.E.D.

Beispiel. Um die Formel —3x(Rxy A Vz(Sxz — Ryy)) in Negationsnor-
malform zu tiberfiihren, zieht man die Negationen schrittweise ,,nach
innen” und eliminiert —:

—3x(Rxy AVz(Sxz — Ryy)) = Vx—(Rxy AVz(Sxz — Ryy))
= Vx(—Rxy V =Vz(Sxz — Ryy))
= Vx(—Rxy Vv 3z=(Sxz — Ryy))
= Vx(—Rxy Vv 3z(Sxz A =Ryy))

TERMREDUZIERTE FORMELN. Eine weitere Normalform, welche insbe-
sondere fiir die Elimination von Funktionen niitzlich ist, betrifft die
Komplexitit der darin auftretenden Terme. Eine Formel heif3t termredu-
ziert, wenn sie nur Atome der Form R¥, fX¥ = y und x = y enthdlt (also
insbesondere keine Terme der Tiefe > 2).

Termreduzierte Formeln ermdglichen einfachere Induktionsbewei-
se, weil so keine Induktion iiber den Aufbau der atomaren Formeln
notwendig ist.

Lemma 2.19. Zu jeder Formel gibt es eine logisch dquivalente termre-
duzierte Formel.

Beweis. Wenn 1 nicht termreduziert ist, dann enthélt i einen Term
t der Form t = f%, der in ¢ an einer ,verbotenen” Stelle auftritt
(z.B. als Argument in einem Atom R...t... oder t = t/, oder als Sub-
term eines komplizierteren Terms). Fithre eine neue Variable x; ein
und ersetze jedes Atom «, das t an einer solchen Stelle enthilt, durch
Ix(xr = t Aaft/x¢]), wobei a[t/x¢] die Formel sein soll, die man durch
Ersetzten von t durch x; gewinnt. Offensichtlich ist die modifizierte
Formel logisch dquivalent zu . Dieser Eliminationsschritt wird solange
ausgefiihrt, bis ¢ termreduziert ist. Q.E.D.

PRANEX-NORMALFORM. Wir betrachten zunéchst einige logische Aqui-

valenzen fiir einfache Quantorenanwendungen.
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Lemma 2.20. Fiir alle Formeln ¢, ¢ € FO(t) gelten die folgenden
logischen Aquivalenzen.
(i) Ix(Pp V@) = Ixyp V Ixg und Vx (P A @) = Vxpp A Vxg.

(ii) Falls x nicht in ¥ vorkommt, gilt:

PV Ixe=3Ix(YVe), P AIxe =3Ix(Y A @),
PVVxp =Vx(Pp V@), YAV =Vx(P A @).

(iii) ~3xyp = Vx—¢p und ~Vxyp = Ix—p.
(iv) JxJyyp = Jy3Ixyp und VaVyyp = VyVxyp.

Beweis. Wir fiihren exemplarisch den Beweis fiir die erste Behauptung
in (ii) vor. Fiir jede zu beiden Seiten der Aquivalenz passende Interpre-
tation J = (2, B) gilt:

JEyVIxe
gdw. J|=yoderesgibteina € A, sodass J[x/a] = ¢
gdw. esgibteina € A, so dass J[x/a] |= ¢ oder J[x/a] = ¢
(Da x ¢ frei(¢) gilt nach dem Koinzidenzlemma,
dass J = ¢ gdw. J[x/a] = ¢.)
gdw. esgibteina € A, sodass J[x/a]l =9V ¢
gdw. JE3Ix(yVe). Q.E.D.

Man beachte, dass einige zu (i) ganz dhnlich aussehende Formel-
paare nicht dquivalent sind:

Ix(P A @) £ Ixpp A Ixg,

Vx(p V@) £ Vaxyp V Vxe.

Weiter ist zu beachten, dass die Aquivalenzen in (ii) nicht gelten
miissen, wenn x in ¢ vorkommt.

Beispiel. Die Formel Vx(Px Vv Qx) ist weder zu VxPx V VxQx noch zu
Px V ¥xQx dquivalent.
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Wir sehen also, dass wir auf Konflikte zwischen freien und ge-
bundenen Variablen achten miissen. Offensichtlich kénnen wir aber
gebundene Variablen umbenennen. Wenn die Variable y in Jxi nicht
vorkommt, dann ist ndmlich 3xy = Jyy[x/y]. Wir nennen eine Formel
1 bereinigt, wenn keine Variable in i sowohl frei wie gebunden auftritt,
und wenn keine Variable mehr als einmal quantifiziert wird. Per In-
duktion tiber den Formelaufbau folgt, dass man durch systematisches
Umbenennen gebundener Variablen zu jeder Formel eine dquivalente
bereinigte Formel konstruieren kann.

Definition 2.21. Eine Formel ist in Prinex-Normalform (PNF), wenn sie
bereinigt ist und die Form Qjx; - - - Q,;x,¢ hat, wobei ¢ quantorenfrei
und Q; € {3,V} ist. Das Anfangsstiick Q1x; - - - Q;x, nennt man das
(Quantoren-)Prifix der Formel.

Die Pranex-Normalform ermoglicht es also, den quantorenfreien
Teil einer Formel und das Quantorenprafix unabhiangig voneinander zu
untersuchen. Auflerdem wird oft die Ausdrucksstdrke von pradikatenlo-
gischen Formeln anhand der Struktur des Quantorenpréfix klassifiziert.

Satz 2.22 (Satz iiber die Pranex-Normalform). Jede Formel € FO(T)
lasst sich in eine logisch dquivalente Formel in Pranex-Normalform

transformieren.

Beweis. Der Beweis wird per Induktion tiber den Aufbau von ¢ gefiihrt.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass
den Junktor — nicht enthalt.

¢ Quantorenfreie Formeln sind bereits in PNFE.

* Sei ip = =¢. Nach Induktionsvoraussetzung kann ¢ in eine logisch
dquivalente Formel ¢’ = Qqxp - Q;x,¥ transformiert werden.
Durch wiederholte Anwendung von Lemma 2.20 (iii) folgt, dass

p=0m- Qx

wobei 7 := V und V := 3. Diese Formel hat die gewiinschte Form.
® Sei p = ¢ 0 ¢y fiir o € {V, A}. Nach Induktionsvoraussetzung
lassen sich ¢ und ¢; in logisch dquivalente Formeln in PNF um-
formen. Durch Umbenennung gebundener Variablen erreichen
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2 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

wir, dass diese Formeln die Form (p’l = Q1x1 - Qrxy¥ und
@5 = Qi1 ... QLysY haben, wobei xq,...,X,¥1,...,Ys paarwei-
se verschieden und verschieden von allen freien Variablen in ¢
und ¢, sind. Sei nun

Y= Quxy - Qe Quyn -+ Quys (97 © 83).

Diese Formel hat die gewtinschte Form, und da die Variablen
Y1,...,Ys nicht in ¢} und x1,..., x; nicht in ¢} vorkommen, folgt
mit Lemma 2.20 (ii), dass ¢ = ¢'.

* Seip = Quxg fiir Q € {3,V} und sei ¢’ := Qqx1 - - Qrx, ¥’ eine zu
¢ dquivalente Formel in PNF. Durch Umbenennen kann erreicht
werden, dass die gebundenen Variablen von ¢’ von x verschieden
sind. Dann ist Qx¢’ eine zu ¢ dquivalente Formel in PNF. Q...

Beispiel. Sei ip := =Vx—Rxx A Vx3y(Rxy A (-Ryy A IxRyx)). Die Trans-
formation in eine dquivalente Formel in PNF, gemafi dem im Beweis
beschriebenen Verfahren, ergibt:

¢ = FxRxx AVxIy(Rxy A Ix(—Ryy A Ryx))
= JuRuu AVxJy3z(Rxy A (-Ryy A Ryz))
= JuVxIy3Iz(Ruu A Rxy A ~Ryy A Ryz).

Ubung 2.1. Geben Sie zu den folgenden Formeln &quivalente Formeln
in PNF an:

(a) Vx3yPxy V (-Qz A ~3IxRxy),
(b) FyRxy gdw. VxRuxx.

SKOLEM-NORMALFORM. Im Gegensatz zur Pranex-Normalform ist die
Skolem-Normalform einer Formel im Allgemeinen nicht zur urspriing-
lischen Formel logisch dquivalent; sie ist jedoch erfiillbarkeitsiquivalent
(d.h. die Formel in Skolem-Normalform genau dann erfiillbar, wenn
die urspriingliche Formel erfiillbar ist).

Formeln werden oft in Skolem-Normalform iiberfiihrt, bevor sie
algorithmisch verarbeitet werden, z.B. in automatisierten Beweissyste-
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men oder fiir pradikatenlogische Resolution (eine Variante der zuvor
vorgestellten aussagenlogischen Resolution).

Satz 2.23 (Satz tiber die Skolem-Normalform). Zu jedem Satz ¢ €
FO(0) lasst sich ein Satz ¢ € FO(7) mit ¢ C 7 konstruieren, so dass
gilt:

(i) ¢ =VYy1---Vys¢', wobei ¢’ quantorenfrei ist.
(i) ¢ =y
(iii) Zu jedem Modell von ¢ existiert eine Expansion, welche Modell
von ¢ ist.

Die letzten beiden Punkte implizieren insbesondere, dass ¢ und ¢ tiber
den selben Universen erfiillbar sind.

Beweis. Nach dem Satz tiber die Pranex-Normalform kénnen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass

P =Q1x1...Qrx,0(x1,..., %),
wobei 8(xq, ..., x,) quantorenfrei ist. Fiir jedes k < r sei
lPk(Xl, e ,Xk) = Qk+1xk+1 e nyyﬁ(xl, oo Xfr Xjt1s - ,Xy).

Wir eliminieren Existenzquantoren schrittweise von aufien nach innen
durch folgenden Algorithmus. Sei Qj der vorderste Existenzquantor.
Die gegebene Formel hat also die Form

l/) = Vxl .o .ka,lﬂxktpk(xl,. . .,xk).

Sei f ein neues, d.h. nicht in i vorkommendes, (k — 1)-stelliges Funkti-
onssymbol (fiir k = 1 also ein Konstantensymbol). Setze

W=y VX (X1, X1, fX1 - X))

Also ist ¢ die Formel, die wir aus ¥ erhalten, indem wir die vorder-
ste existentiell quantifizierte Variable x; durch den Term fxq...x;_1
ersetzen und den dazugehorenden Existenzquantor Jx; eliminieren. Of-
fensichtlich liefert die Iteration dieses Eliminationsschrittes schlieSlich
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2 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

eine Formel der gewiinschten syntaktischen Gestalt. Zu zeigen bleibt,
dass ¢’ = ¢ und dass jedes Modell von ¢ zu einem Modell von ¢’
expandiert werden kann.

Zur ersten Behauptung nehmen wir an, dass

A=y’ = Vag -V q (v, Xeoq, fX1 - Xpq).

Also folgt, dass fiir alle ay,...,a;_1 € A, und fiir b := f*(ay,...,a_1)
gilt, dass A |= (a1, ..., a,_1,b). Damit ist gezeigt, dass

A 'I Vxl . -ka,lﬂxklpk(xl,. . .,xk),

also 2 = ¢.

Zur zweiten Behauptung nehmen wir an, dass 2 |= ¢. Da f in ¢
nicht vorkommt, kénnen wir annehmen, dass f nicht in der Signatur
von 2 enthalten ist. Wir definieren eine Funktion f A A1 5 A so
dass die Expansion (2, f%) ein Modell von ¢’ ist.

Da 2 |= Vxq - - Va3, (x1, ..., x¢) gibt es fiir alle aq,...,a
ein b, so dass 2 |= i (ay, ..., a;_1,b). Wir wihlen nun fiir jedes Tupel
(a1,...,ar_1) ein solches b und setzen fm(al, ..., ag_1) := b. Offensicht-
lich gilt also fiir alle ay,...,a;_1, dass (?Zl,fm) E yr(ay, ..., ax_1,b).
Damit folgt, dass

(2, f2) = Vg Ve ie(x, .o, Ko, fX1 0 X)),

dh. (2, ) = . Q.E.D.

Ubung 2.2 (Relationale Skolem-Normalform). Zeigen Sie, dass zu je-
der Formel ¢ € FO(c) eine relationale Formel ¢ € FO(7) der Gestalt
Vxq - - - Vx,3yq - - - Jysyy mit quantorenfreiem 7 existiert, so dass 1 und
¢ tiber den selben Universen erfiillbar sind.

2.6 Spieltheoretische Semantik

Denn, um es endlich auf einmal herauszusagen,
der Mensch spielt nur,
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wo er in voller Bedeutung des Wortes Mensch ist,
und er ist nur da ganz Mensch, wo er spielt.
Friedrich Schiller: Uber die iisthetische Erziehung des Menschen

Nessuno ha mai sostenuto seriamente che i giochi siano inutili.
Umberto Eco: Uber Gott und die Welt

Die Semantik der Pradikatenlogik kann man auch spieltheoretisch for-
mulieren. Diese Formulierung liefert oft eine intuitivere Sichtweise auf
komplexere Formeln. Aus dem hier vorgestellten Auswertungsspiel
ergibt sich auflerdem ein Algorithmus zur Auswertung von pradikaten-
logischen Formeln.

Ein FO-Satz i und eine dazu passende Struktur 2 definieren ein
Auswertungsspiel (Model-Checking-Spiel) MC (2!, ¢) zwischen zwei Spie-
lern, der Verifiziererin V und dem Falsifizierer F. Die Verifiziererin mochte
zeigen, dass 2 ein Modell fiir ¢ ist, der Falsifizierer mochte nachweisen,
dass dies nicht der Fall ist.

Der Einfachheit halber nehmen wir hier an, dass ¢ in Negations-
normalform ist. Die Positionen des Spiels sind Paare (¢, §) bestehend
aus einer Unterformel ¢ von ¢ und einer Belegung B : frei(¢) — A. Fir
¢ = ¢(%) und B : ¥ — a bezeichnen wir die Position (¢, B) in der Regel
durch ¢(a).

Das Spiel beginnt bei der Position ¢. Sei ¢(a) die aktuelle Position.
Dann geht das Spiel, abhingig von der Gestalt von ¢, wie folgt weiter:

* Wenn ¢ ein Literal ist, dann ist das Spiel beendet. Die Verifiziererin
hat gewonnen, falls 2 = ¢(a), andernfalls hat der Falsifizierer
gewonnen.

* An einer Position (¢ V ) ist die Verifiziererin am Zug und kann
entweder zu ¢ oder zu 1 ziehen.

¢ Analog zieht von einer Position (8 A 17) der Falsifizierer entweder
zu ¢ oder zu 7.

* An einer Position der Form 3x%(x,b) wihlt die Verifiziererin ein
Element a € A und zieht zu 9(a, D).

* Entsprechend darf an einer Position der Form Vxd(x,b) der Fal-
sifizierer ein Element a € A auswahlen und zur Position ¢(a,b)

ziehen.
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2 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik

(1)
©

(1)

Abbildung 2.1. Ein Spielgraph

ENDLICHE SPIELE. Wir geben hier eine allgemeinere Beschreibung
von Spielen an (genauer: von Zweipersonenspielen mit vollstandiger
Information und positionaler Gewinnbedingung). Wir bezeichnen die
Spieler als Spieler 0 und Spieler 1 und beschreiben das Spiel durch
einen Spielgraphen G = (V, Vp, E) bestehend aus

e der Menge V aller Spielpositionen,

¢ der Teilmenge V) C V der Positionen, an denen Spieler 0 am Zug
ist; entsprechend ist V; := V' \ V| die Menge der Positionen an
denen Spieler 1 am Zug ist,

e der Menge E C V x V der moglichen Ziige.

Beispiel. Abbildung 2.1 zeigt einen Spielgraphen. Dabei ist die Menge
Vo mit Kreisen, die Menge V; mit Rechtecken dargestellt.

Fiir eine Position v sei vE := {w : (v,w) € E} die Menge der
unmittelbaren Nachfolgepositionen. Eine Position v mit vE = @ ist
eine Endposition. Wenn im Spiel eine Endposition erreicht wird, hat der
Spieler verloren der am Zug ist (aber nicht ziehen kann). Mit anderen
Worten: Fiir o € {0,1} ist die Menge T, der Endpositionen, an denen
Spieler o gewonnen hat, definiert durch

To:={veVi_,:vE =Q}.

Beispiel. Im Beispielgraphen hat also Spieler 0 in Knoten 4 verloren, und
Spieler 1 verliert in Knoten 5.
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Eine Partie mit Anfangsposition vy ist ein endlicher oder unend-
licher Pfad (vg,v1,...,vm) bzw. (vy,v1,...), so dass (v;_1,v;) € E fiir
alle i > 0 und vy, eine Endposition ist.

Beispiel. Partien sind z.B. die Folgen (1,2,4) und (3,5) im Beispielgra-
phen.

Auswertungsspiele fiir FO sind insofern speziell als alle Partien
endlich sind (da jeder Zug die Komplexitit der Formel reduziert). Spiele
mit dieser Eigenschaft nennt man fundiert.3
Eine Strategie fiir Spieler ¢ ist eine Funktion

fi{veVe:vE#£Q} =V,

so dass (v, f(v)) € E; sie ordnet also jeder nicht-terminalen Position von
Spieler ¢ einen Zug zu. Wenn Spieler ¢ jede Partie mit Anfangsposition
vp gewinnt, wenn er mit Strategie f spielt, dann ist f eine Gewinnstrategie
von Position vy aus. Formaler: Eine Partie vgv; ... ist konsistent mit
der Strategie f wenn fiir alle i mit v; € V;, gilt, dass v; ;1 = f(v;); f ist
Gewinnstrategie fiir Spieler o von vy, wenn jede bei vy beginnende und
mit f konsistente Partie endlich ist und in einer Position in T, endet.
Die Gewinnregion von Spieler ¢ ist

Wy := {v : Spieler ¢ hat eine Gewinnstrategie von Position v}.

Ein Spiel ist determiniert, wenn von jeder Position aus einer der beiden
Spieler eine Gewinnstrategie hat, d.h. wenn Wy UW; = V.

Beispiel. Die Strategien fiir Spieler 0 im Spiel in Abbildung 2.1 sind die
Funktionen f : 1+ 2,3—5und g: 1+~ 3,3 — 5. Nur g ist auch eine
Gewinnstrategie von Position 1 aus. Die Partie (1,3,5) ist konsistent
mit g¢. Die Gewinnregion von Spieler 0 ist {1,3,5}, die Gewinnregion
von Spieler 1 ist {2,4}. Das Spiel ist also determiniert.

Ubung 2.3. Zeigen Sie, dass fundierte Spiele determiniert sind.

Sei nun i € FO und 2 eine zu i passende Struktur. Per Induktion

3 Allgemeine Spiele lassen auch unendliche Partien zu. In der Theorie unendlicher
Spiele braucht man daher Gewinnbedingungen fiir unendliche Partien. Hier werten wir
unendliche Partien als unentschieden.
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iiber den Aufbau von ¢(¥) zeigt man leicht, dass in dem Spiel MC (2, ¢)
die Verifiziererin eine Gewinnstrategie von Position ¢(a) hat, wenn
2A |= ¢(a), und dass der Falsifizierer eine Gewinnstrategie von Position
¢(a) hat, wenn 2 |= —¢(a). Insbesondere folgt damit:

Satz 2.24. Fir jeden Satz i € FO(T) und jede T-Struktur A gilt: A |= ¢
genau dann, wenn die Verifiziererin eine Gewinnstrategie fiir das Spiel
MC(%, ¢) von der Anfangsposition i hat.

ALGORITHMEN FUR STRATEGIEPROBLEME. Sei GAME das Strategiepro-
blem fiir Spiele mit endlichen Spielgraphen, d.h.

GaME = {(G,v) : Spieler 0 hat eine Gewinnstrategie fiir G

von Position v}.

Es ist nicht schwer einzusehen, dass man GAME in Polynomialzeit
l6sen kann. Sei W/} die Menge der Positionen von denen Spieler o
eine Strategie hat, um in hochstens n Ziigen zu gewinnen. Dann ist
WY =T, = {v € V|, : vE = @} die Menge der Endpositionen
an denen Spieler ¢ gewonnen hat, und wir konnen die Mengen W/
induktiv berechnen mit

W= {ve Vo vENW! # @YU {v € Vi_, : vE C W}

bis Wi = W

Beispiel. Fur den Beispielgraphen in Abbildung 2.1 wiirden die Ge-
winnregionen wie folgt berechnet. Wg besteht aus allen Knoten in Vj,
die keine Nachfolger haben, also W) = {5}. Analog gilg W? = {4}.
W& besteht aus allen Knoten, in denen Spieler 0 am Zug ist und die
mindestens einen Nachfolger in W\ haben, sowie Knoten von Spieler
1, die nur Nachfolger in Wg haben. Also W& = {3,5} und Wl1 ={2,4}.
Schlieflich gilt W§ = {1,3,5},da 1 € Vp und 3 € W{.

Man kann das GAME-Problem sogar in Linearzeit 16sen. Der folgen-
de Algorithmus ist eine Variante der Tiefensuche und berechnet die
Gewinnregionen W, fiir beide Spieler in Zeit O(|V| + |E|).
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Satz 2.25. Die Gewinnregionen von endlichen Spielen kann man in
Linearzeit berechnen.

Beweis. Wir préasentieren einen Algorithmus welcher fiir jede Position
bestimmt, ob einer der Spieler von dieser Position aus eine Gewinnstra-
tegie hat, und wenn ja welcher. Wir benutzen die folgenden Arrays:

e win[v] enthilt entweder o € {0,1}, wenn schon festgelegt ist, dass
v € Wy oder L, wenn dies noch nicht ausgerechnet ist, oder wenn
keiner der Spieler von v aus eine Gewinnstrategie hat.

e P[v] enthilt die Vorgénger von v.

e n[v] ist die Anzahl der Nachfolger w € vE fiir die win[w] = L.

Der Kern von Algorithmus 2.1 ist die Prozedur Propagate(v, o)
welche immer dann aufgerufen wird, wenn festgestellt wurde, dass Spie-
ler o eine Gewinnstrategie von Position v hat. Propagate(v, o) speichert
dies ab und untersucht, ob wir nun den Gewinner fiir die Vorganger
von v bestimmen kénnen. Dies wird mit folgenden Regeln festgestellt:

* Wenn der Vorganger u auch eine Position von Spieler ¢ ist, dann
hat er eine Gewinnstrategie, indem er im ersten Zug zu v zieht.

e Wenn der Gegner von Position u zieht, win[u] noch undefiniert ist,
und der Gewinner fiir alle Nachfolger w von u bereits festgestellt
ist, dann ist win[w] = ¢ fiir alle diese w, und Spieler ¢ gewinnt
daher auch von u unabhéngig vom Zug seines Gegners.

Da (4) und (5) fiir jede Position v nur einmal erreicht werden,
wird der innere Teil der Schleife in (5) héchstens Y, |P[v]| = |E|-mal
durchlaufen. Die Laufzeit des Algorithmus ist daher O(|V| + |E|).

Die Korrektheit des ausgerechneten Wertes win[v] beweist man
durch Induktion iiber die minimale Anzahl der Ziige mit der ein Spieler
von v aus gewinnen kann. Man beachte, dass die Positionen mit n[v] = 0
in (3) genau die Endpositionen sind, auch wenn #n[v] durch Propagate
modifiziert wird. Q.E.D.

Ubung 2.4 (Auswertung von FO auf endlichen Strukturen). Konstru-
ieren Sie (auf der Basis des Auswertungsspiels) einen moglichst effizi-
enten Auswertungsalgorithmus fiir FO-Sédtze auf endlichen Strukturen.
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Algorithmus 2.1. Ein Linearzeit-Algorithmus fiir das GAME-Problem

Input: Ein Spiel G = (V, Vj, E)

forallv € V do (* 1: Initialisierung )
winfv] := L
Plv] =0
nlv] =0

end do

for all (u,v) € E do (* 2: Berechne P und n *)
Plv] := Plv] U{u}
nlu] :=nfu] +1

end do

forallv € V (* 3: Berechne win x)

if n[v] = 0 then Propagate(v, 1)
forallv e V\ 1,

if n[v] = 0 then Propagate(v, 0)
return win

procedure Propagate(v, o)
if win[v] # L then return

winfo] := ¢ (* 4: Markiere v als gewinnend fiir ¢ x)
for all u € P[v] do (* 5: Propagiere zu Vorgéngern )
nfu] :=nfu] —1
if u € V; or nfu] = 0 then Propagate(u, o)
end do
end

70



2.6 Spieltheoretische Semantik

Schétzen Sie die Laufzeit und den Speicherbedarf des Algorithmus ab,
abhingig von der Grofie der gegebenen Struktur und der Lange (oder
Komplexitit) des gegebenen Satzes.

Ubung 2.5. Formulieren Sie ein Auswertungsspiel fiir FO-Formeln,
welche nicht notwendigerweise in Negationsnormalform sind. Welcher
spieltheoretischen Operation entspricht die Negation?

Ubung 2.6. Wir wissen bereits, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir
aussagenlogische Hornformeln in Polynomialzeit 16sbar ist. Mit Hilfe
des GaAME-Problems kann man auf relativ einfache Weise zeigen, dass
es sogar einen Linearzeit-Algorithmus gibt.

Konstruieren Sie zu einer gegebenen Hornformel ¢ = A;c; C; mit
Aussagenvariablen Xj, ..., X, und Horn-Implikationen C; der Form
X A X

Im

— Z ein Spiel Gy: Die Positionen von Spieler 0 sind die
Anfangsposition 0 und die Aussagenvariablen Xj, ..., X;, die Positio-
nen von Spieler 1 sind die C;. Spieler 0 kann von einer Position X zu
irgendeiner Implikation C; mit rechter Seite X ziehen, und Spieler 1
kann von Position C; zu irgendeiner Variable ziehen, die auf der linken
Seite von C; vorkommt. Zeigen Sie, dass Spieler 0 genau dann eine
Gewinnstrategie fiir Gy von Position X hat, wenn ¢ |= X. Insbesondere
ist 1 genau dann unerfiillbar, wenn Spieler 0 von der Anfangsposition
0 gewinnt.

Ubung 2.7 (Umkehrung der letzten Ubung). Konstruieren Sie zu jedem
Spiel G eine aussagenlogische Hornformel ¢, deren Aussagenvariablen
die Positionen von G sind und deren minimales Modell gerade die
Gewinnregion W ist. Insbesondere ist v € Wy genau dann, wenn
g A (v — 0) unerfiillbar ist.
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3 Definierbarkeit in der Pradikatenlogik

3.1 Definierbarkeit

AXIOMATISIERBARE STRUKTURKLASSEN. Wir haben bereits in Kapitel 2
den Begriff der durch eine Satzmenge ® axiomatisierten Strukturklasse
Mod(®) eingefiihrt und Axiomensysteme fiir einige wichtige Klassen
angegeben, etwa fiir Graphen, Gruppen, lineare Ordnungen sowie fiir
die Klasse aller unendlichen Strukturen.

Definition 3.1. Sei (7) die Klasse aller 7-Strukturen. Eine Strukturklasse
K C (1) ist FO-axiomatisierbar (oder einfach: axiomatisierbar), wenn
eine Satzmenge ® C FO(7) existiert, so dass K = Mod(®). Wenn das
Axiomensystem @ fiir K endlich ist, dann kénnen wir die Konjunktion
P = N{¢ : ¢ € &} bilden und damit K durch einen einzigen Satz
axiomatisieren. Wir sagen in diesem Fall, K ist elementar oder endlich
axiomatisierbar.

Wir beginnen in diesem Kapitel mit der Untersuchung der Aus-
drucksstarke der Pradikatenlogik. Ein wichtiger Aspekt ist dabei die
Frage, welche Strukturklassen FO-axiomatisierbar und welche sogar
endlich axiomatisierbar sind.

Wir wissen bereits, dass Graphen, Gruppen und lineare Ordnungen
endlich axiomatisierbar sind. Weiter ist offensichtlich, dass dasselbe
auch fiir Aquivalenzstrukturen, partielle Ordnungen, dichte lineare
Ordnungen, diskrete lineare Ordnungen, Ringe und Korper gilt. Die
Klasse aller unendlichen Strukturen ist zwar FO-axiomatisierbar, aber
das Axiomensystem ®,, das wir in Kapitel 2.4 dafiir angegeben haben,
besteht aus unendlich vielen Formeln. (Wir werden spéter sehen, dass
kein endliches Axiomensystem fiir diese Klasse existiert.)

Hier sind noch einige weitere Beispiele fiir axiomatisierbare Struk-
turklassen.
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Beispiel 3.2.

* Die Klasse aller Korper ist axiomatisiert durch $xsrper € FO(7ar),
die Konjunktion aller Kérperaxiome. Fiir jede Primzahl p ist auch
die Klasse der Korper mit Charakteristik p! endlich axiomatisierbar
durch Yksrper A Xp, Wobei xp der Satz 1+---+1 = 0 ist. Fir

p-mal
Korper der Charakteristik 0 konnen wir zumindest ein unendliches

Axiomensystem angeben, namlich
P = {lpKérper} U {_‘Xp ip Primzahl},

e Auch die Klasse ACF der algebraisch abgeschlossenen Korper?
(algebraically closed fields) ist FO-axiomatisierbar. Der Satz

Py =Yg - - Vup(uy 0 = Ix(ug + urx + - - + upx =0))

besagt, dass jedes Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten aus
dem Korper auch eine Nullstelle im Korper hat. (Hier ist x™ als

abkiirzende Schreibweise fiir den Term x - x - - - - - x aufzufassen.)
| S
n mal

Also ist Dpcg = {¢K6rper} U{¢n : n > 1} ein Axiomensystem fiir
algebraisch abgeschlossene Korper.

Ubung 3.1. Sei 2 eine endliche Struktur mit endlicher Signatur. Zeigen
Sie, dass die Klasse {8 : B = A} der zu U isomorphen Strukturen
endlich axiomatisierbar ist.

Der Nachweis, dass eine Strukturklasse (endlich) axiomatisierbar
ist, wird in der Regel durch explizite Angabe eines Axiomensystems
gefiihrt. Um nachzuweisen, dass eine Strukturklasse gar kein oder zu-
mindest kein endliches Axiomensystem zuldsst, sind andere Methoden
erforderlich, welche in diesem und dem folgenden Kapitel entwickelt
werden sollen.

'Ein Korper hat Charakteristik p, wenn p die kleinste natiirliche Zahl ist, sodass p-
faches addieren des Einselements das Nullelement ergibt. Falls kein solches p existiert, hat
der Korper Charakteristik 0.

2Ein Kérper K ist algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante Polynom mit
Koeffizienten aus K eine Nullstelle in K besitzt.
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Zunédchst aber diskutieren wir noch einen anderen Aspekt der
Ausdrucksstérke einer Logik.

DEFINIERBARKEIT IN EINER STRUKTUR. Neben der Frage, welche Struk-
turklassen durch Sétze oder Satzmengen der Pradikatenlogik axiomati-
sierbar sind, konnen wir die Ausdrucksstirke von FO auch innerhalb
einer festen Struktur untersuchen.

Sei P(xq,...,%) € FO(T) und 2 eine t-Struktur. Dann definiert ¢
in 2 die r-stellige Relation

P = {(ay,...,a,) A= plar,...,a;)} C A

Definition 3.3. Eine Relation R C A" auf dem Universum einer t-
Struktur 2 ist (elementar) definierbar in 21, wenn R = ¢ fiir eine Formel
¢ € FO(7). Eine Funktion f : A" — A heifit elementar definierbar,
wenn ihr Graph Ry elementar definierbar ist.

Insbesondere ist also eine Konstante a elementar definierbar, wenn
eine Formel ¢(x) € FO(T) existiert, so dass % |= ¢(a) und A = —¢(b)
fiir alle b # a. Wir sagen, a ist termdefinierbar in 2, wenn ein Grundterm
t € T(7) existiert, so dass t* = a. Jede termdefinierbare Konstante ist
insbesondere elementar definierbar durch eine Formel der Form x = t.

Beispiel 3.4.
* Die Ordnungsrelation < auf R ist elementar definierbar in
(R, +, -,0,1), denn fiir die Formel ¢(x,y) := 3z(z #0Ax+z-z =

y) gilt:

a<b gdw. (R,+,-,0,1) = ¢(a,b).

e In (Z, <) ist die Nachfolgerfunktion z — z + 1 elementar definier-
bar durch die Formel ¢(x,y) :=x < yAVz(x <zAy #z =y <
z).

e In (N,+,0,1) ist jedes n termdefinierbar durch den Term n =
li- vil/ (fir n > 1).

n mal
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3 Definierbarkeit in der Pridikatenlogik

¢ Im Korper (Q,+, -,0,1) der rationalen Zahlen sind die termdefi-
nierbaren Konstanten genau die nattirlichen Zahlen n € IN. Alle
anderen Elemente sind elementar definierbar durch Formeln der
Form p - x = g oder p - x + q = 0, nicht aber termdefinierbar.

e Im Kt;rper d;r ree117en Zaﬂlen konnen schon aus Miéchtigkeits-
griinden nicht alle Elemente elementar definierbar sein: Es gibt
tiberabzahlbar viele reelle Zahlen, aber nur abzihlbar viele Formeln
¢(x) € FO(Tar).

Als nichstes beobachten wir, dass das Hinzunehmen definierbarer
Relationen zu einer Struktur keinen Gewinn an Ausdruckstérke bringt.

Lemma 3.5. Sei 2 eine o-Struktur und B eine Expansion von 2 durch
beliebig viele, in 2l elementar definierbare Relationen und Funktionen.
Dann ist jede in B elementar definierbare Relation oder Funktion bereits
in 2 elementar definierbar.

Beweis. Sei T die Signatur von 9B. In jeder Formel (%) € FO(7) kom-
men nur endlich viele Relations- und Funktionssymbole Ry, ..., Rs
bzw. fi,..., fr aus T\ o vor. Zu jedem dieser R; bzw. f; gibt es eine
o-Formel 8;(77) bzw. x;(#,z), welche in 2 die entsprechende Relation
bzw. Funktion von B definiert.

Weiter konnen wir nach Lemma 2.19 annehmen, dass ¢ termre-
duziert ist, d.h. dass Funktionssymbole aus 7 \ ¢ nur in Atomen der
Form f;j = z auftreten. Indem wir in ¢ (%) die Relations- und Funkti-
onssymbole aus 7 \ ¢ durch die definierenden Formeln ersetzen (d.h.
jedes Atom R;#i durch 8;(77) und jedes Atom f;ii = v durch x;(i,v)),
erhalten wir eine Formel ¢(x) € FO(c), so dass B |= V(¢ <> ¢). Da ¢
eine o-Formel ist, folgt insbesondere 1])5B = (pg‘. Q.E.D.

Exkxurs: RELATIVIERTE QUANTOREN. Wir illustrieren hier die Verwen-
dung relativierter Quantoren an einem Beispiel.

Stetigkeit. Sei f : R — R eine Funktion auf den reellen Zahlen. Ist die

Menge {a € R: f stetig im Punkt a} in der Struktur (R, +,-,0,1, <, f)
elementar definierbar?
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Wir betrachten dazu die Stetigkeitsdefinition aus der Analysis: Sei
Ug(x) die e-Umgebung von x. Die Funktion f ist stetig in x, wenn
fiir alle e > 0 ein § > O existiert, so dass fir alle y € Us(x) gilt:
£(v) € Ue(F(x)).

Die Existenz- und Allaussagen fiir J, ¢ und y sind hier relativiert:
es werden nur Elemente betrachtet, die gewisse Eigenschaften erfiillen.
Man beachte, dass relativierte Aussagen der Form ,es gibt ein x mit «, so
dass ...” bzw. fiir alle x mit « gilt...” durch Ix(a A - -+ ) bzw. Vx(a —
- -+ ) formalisiert werden kénnen. Gelegentlich wird die Schreibweise
(3x.a)yp als Umschreibung fiir 3x(a A ) und (Vx.a) fiir Vx(a — ¢)
benutzt. 3

Um Stetigkeit zu formalisieren, gehen wir nun wie folgt vor. (Wir
verwenden die Relation <, was aufgrund ihrer elementaren Definier-
barkeit unproblematisch ist.) Zunéchst ist leicht einzusehen, dass die
Relation {(a,b,¢) € R3:e>0und b € Ue(a)} durch die Formel

e(x,y,z):=0<zA(Fu.0<u<z)(x+u=yvVy+u=x)

definiert wird. Die Stetigkeit von f im Punkt x wird nun beschrieben
durch den Ausdruck

P(x):= Vu.0<u)(Iz.0 < 2)Vy(o(x,y,z) = ¢(fx, fy,u)).

Mit den oben dargestellten Aquivalenzen lasst sich die Stetigkeit dann
als Formel der Pradikatenlogik ausdriicken.

3.2 Das Isomorphielemma

Zwei Strukturen sind isomorph, wenn sie sich nur durch Umbenennung
der Elemente des Universums unterscheiden. Logiken sollen, im Gegen-
satz zu Algorithmen, nur Aussagen tiber Eigenschaften einer Struktur
treffen, die unabhéngig von deren Kodierung sind. Daher wird, um
zu priifen, ob ein Formalismus eine sinnvolle Logik ist, sichergestellt,
dass sie nicht zwischen isomorphen Strukturen unterscheiden kann. Im

3Beachten Sie jedoch, dass im Rahmen der Vorlesung und Ubung mit ,Pradikatenlogik”
immer die Logik ohne die so erweiterte Syntax gemeint ist (da sich insbesondere nicht alle
vorgestellten Beweise und Verfahren direkt auf diese Schreibweise iibertragen lassen).
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3 Definierbarkeit in der Pridikatenlogik

folgenden beweisen wir das Isomorphielemma, das besagt, dass die
Pradikatenlogik in diesem Sinne eine sinnvolle Logik ist.

Definition 3.6. 2 und B seien 7-Strukturen. Ein Isomorphismus von
2 nach B ist eine bijektive Abbildung 7 : A — B, so dass folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir jedes (n-stellige) Relationssymbol R € T und alle ay,...,a, € A
gilt:

(a1,...,an) € R® gdw. (may,..., wa,) € R®.

(2) Fir jedes (n-stellige) Funktionssymbol f € T und alle ay,...,a, €
A gilt:

ﬂfm(al,...,an) = f%(mzl,...,mzn).

Bemerkung 3.7. Fiir jedes n € IN lasst sich 7t auf nattiirliche Weise zu einer
Abbildung 7t : A" — B" erweitern mit 7t(ay, ..., a,) = (7ay, ..., way).
Bedingung (1) konnen wir dann auch so formulieren: Fiir alle Relati-
onssymbole R € T ist 7(R®*) = R™. Bedingung (2) bedeutet, dass fiir
alle Funktionssymbole f € T gilt: o f* = fB o 7.

Fiir nullstellige Funktionssymbole ¢ besagt Bedingung (2), dass

et = B,

Definition 3.8. Zwei t-Strukturen 2 und B sind isomorph (kurz: 2 = B),
wenn ein Isomorphismus von 2 nach B existiert. Ein Isomorphismus
7 : 2 = A heift Automorphismus von 2L.

Notation. Wir schreiben 77 : 2 = % um anzudeuten, dass 7t ein
Isomorphismus ist. Die Identitdtsabbildung auf 2 bezeichnen wir mit

Die Menge aller Automorphismen einer Struktur 2 bilden beziig-
lich Hintereinanderausfithrung eine Gruppe mit neutralem Element
1o(. Wir nennen sie die Automorphismengruppe oder Symmetriegruppe
von 2 und bezeichnen sie mit Aut(2). Eine Struktur 2 ist starr, wenn
Aut(2) = {1g}, d.h. wenn der triviale Automorphismus 1y der einzige
Automorphismus der Struktur ist.
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Isomorphe Strukturen betrachten wir als gleich. Insbesondere kon-
nen FO-Formeln nicht zwischen isomorphen Strukturen unterscheiden.

Lemma 3.9 (Isomorphielemma). Sei 77 : 2l = 9B ein Isomorphismus
von T-Strukturen. Dann gilt fiir alle ¥(x1,...,x,) € FO(7) und alle
ay,...,a; € A:

A= y(ay, ... a,) gdw. B = Y(may, ..., may,).

Beweis. Per Induktion {iber den Termaufbau zeigt man sofort, dass
fiir jeden Term #(%) € T(7) mit Variablen aus x1,...,x, und fiir alle

a=ay,...,a, gt
rlt(@)]* = [t(a)]®. *)

Wir fithren nun den Beweis per Induktion tiber den Formelaufbau;
nach Lemma 2.16 konnen wir dabei annehmen, dass i reduziert ist.

(1) Fiir Formeln der Form t1(%) = (%) gilt

A= 1 (a) = t(a) gdw. [1(a)]* = [(2)]*
gdw. 7i[t(@)]* = 7t (a)]™
(da 7 injektiv ist)
gdw. [t (7a)]® = [ta(7a)]®
(nach (%))
gdw. B = t(md) = tp(ma)

(2) Fur Atome Pt; ...t gilt

A= Pty(a) -+~ tala) gdw. ([ @], [ta(@)]2) € P2
gdw. (7[t1(@)%],..., [ta(@)]*) € P®
(da 7t ein Isomorphismus ist)
gdw. ([t (ma)]®, ..., [ta(ma)]®) € PT
(nach (%))
gdw. B |= Pty(7a) - - - t,(7a)
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(3) Fur Formeln der Form —i oder ¢ V ¢ ist der Induktionsschluss
trivial.
(4) Fiir Formeln Jyy(%,y) gilt

A= Tyy(a,y) gdw. A = ¢(a,c) fireince A
gdw. B = ¢(na, nic) fireinc € A
(nach Induktionsvoraussetzung)
gdw. B = ¢(na,b) fireinb € B
(da 7t bijektiv ist)
gdw. B |= Jyy(na, y). Q.E.D.
Insbesondere lassen sich isomorphe t-Strukturen durch Sitze

der Pradikatenlogik nicht unterscheiden. Sind 21 und B isomorphe
T-Strukturen, so gilt fiir alle T-Sitze :

A=y gdw. B = .

Daraus folgt, dass axiomatisierbare Modellklassen unter Isomor-
phie abgeschlossen sind. Dies bedeutet, dass fiir jede Klasse K =
Mod(¢) und jedes Paar von isomorphen Strukturen 2 = B gilt:

Aec K gdw. B € K.

In manchen Fallen liefert das Isomorphielemma ein einfaches Kri-
terium, um nachzuweisen, dass eine Relation in einer Struktur nicht
elementar definierbar ist: Wir zeigen, dass sich nach dem Isomorphie-
lemma nur Eigenschaften in FO definieren lassen, die unter Automor-
phismen erhalten bleiben.

Lemma 3.10. Sei 77 ein Automorphismus einer 7-Struktur 2, und sei
¢ € FO(1). Dann ist 7 auch ein Automorphismus der expandierten
Struktur (A, ).

Beweis. Da 7 ein Automorphismus ist, gilt fiir alle Tupel 7 aus A:

o = () gdw. 2 = y(a).
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Also ist T(p2) = p*. Q.E.D.

Nattirlich folgt aus dem Isomorphielemma, dass 7 nicht in 2l
definierbar sein kann.

Beispiel 3.11. Wir haben gesehen, dass < definierbar ist in (R, +, -,0,1).
Aus dem soeben bewiesenen Lemma folgt dagegen, dass < in (R, +,0)
nicht elementar definierbar ist. Die Abbildung 7 : x — —x ist ndmlich
ein Automorphismus von (IR, +,0), nicht aber von (R, +,0, <), denn
aus a < b folgt eben gerade nicht —a < —b.

Ubung 3.2. Sei T = @ und A unendlich. Beschreiben Sie alle in A
elementar definierbaren Relationen R C A".

Ubung 3.3. Zeigen Sie, dass in (N, -, 1) die Addition nicht elementar
definierbar ist.

3.3 Theorien und elementar dquivalente Strukturen

Das Isomorphielemma liefert ein Kriterium dafiir, dass bestimmte Struk-
turen in FO nicht unterscheidbar sind. Die Definition der Nichtunter-
scheidbarkeit, genannt elementare Aquivalenz, basiert auf dem Begriff
der Theorie:

Definition 3.12. Eine Theorie ist eine erfiillbare Menge T C FO(T) von
Sitzen, die unter = abgeschlossen ist, d.h. es gilt fiir alle T-Sétze ¢ mit
T =y, dass p € T gilt.

Eine Theorie T ist vollstindig, wenn fiir jeden Satz ¢ € FO(T)
entweder ¢ € T oder ~p € T gilt.

Sei 2 eine t-Struktur. Die Theorie von A ist Th(A) := {y : A |= ¢}.
Offensichtlich ist Th(2) vollstindig. Die Theorie einer T-Modellklasse
IC ist

Th(K) = () Th(2).
Ak

Wenn @ ein Axiomensystem fiir K ist, dann ist Th(K) = {¢ : ® |= ¢}.
Nattirlich ist nicht jede Theorie vollstdndig. Zum Beispiel enthilt
die Theorie der Gruppen weder den Satz VxVy(x oy = y o x) noch
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seine Negation, da es sowohl kommutative wie nicht-kommutative
Gruppen gibt. Jede Theorie T ldsst sich aber zu einer vollstindigen
Theorie erweitern; fiir jedes Modell 2 |= T ist Th(2) eine vollstindige
Erweiterung von T.

Definition 3.13. Zwei T-Strukturen 2, B sind elementar dquivalent (kurz:
2 = B), wenn Th(2) = Th(B), d.h. wenn fiir alle 7-Sitze ¢ gilt:

A=y gdw. B = .

Lemma 3.14. Eine Theorie ist genau dann vollstindig, wenn alle ihre
Modelle elementar dquivalent sind.

Beweis. Sei T eine vollstindige Theorie. Fiir jedes Modell 2 |= T gilt
T C Th(2) und wegen der Vollstandigkeit von T daher sogar T =
Th(2(). Also haben alle Modelle von T dieselbe Theorie.

Wenn andererseits T nicht vollstindig ist, dann gibt es einen Satz
1, so dass sowohl TU {¢} und T U {—¢} erfiillbar sind. T besitzt daher
zwei nicht elementar dquivalente Modelle. Q.E.D.

Aus dem Isomorphielemma folgt unmittelbar, dass isomorphe
Strukturen auch elementar dquivalent sind. Wie wir spéter sehen wer-
den, gilt die Umkehrung dieser Aussage nicht.

Definition 3.15. Der Quantorenrang qr(y) einer Formel 1 ist definiert
durch:

Der Quantorenrang ist also die maximale Schachtelungstiefe von Quan-
toren in der gegebenen Formel.

Beispiel 3.16. Der Quantorenrang von Vx(3yPxy — VzPxz) ist 2. Eine
dquivalente Formel in PNF ist VxVyVz(Pxy — Pxz). Man beachte, dass
die Transformation in PNF in der Regel den Quantorenrang erhtht.
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Definition 3.17. Zwei t-Strukturen 2, B sind m-dquivalent (2 =, B),
wenn fiir alle T-Sétze i mit qr(y) < m gilt:

A=y gdw. B = .

Wir erweitern die Begriffe der elementaren Aquivalenz und der m-
Aquivalenz auf Strukturen mit Parametern, d.h. Strukturen, in denen zu-
satzlich gewisse Elemente ausgezeichnet sind. Seien 2, B t-Strukturen,
und @ = ay,...,a, b = by,. .., b;Tupel von Elementen aus A bzw. B.
Dann ist (2,4) = (B, b), wenn fiir alle T-Formeln (x,...,x,) gilt:
2 = p(a) gdw. B = (D). Analog definiert man (2, a) =, (8, b).

3.4 Ehrenfeucht-Fraissé-Spiele

— That isn’t the way to play it.

— Why not?

— ’Cause it isn’t the way to win.

— Is there a way to win?

— Well, there’s a way to lose more slowly.
Robert Mitchum, Jane Greer, in: Out of the Past

In diesem Abschnitt préasentieren wir eine spieltheoretische Methode,
um elementare Aquivalenz und m-Aquivalenz nachzuweisen. Solche
Methoden liefern eine vergleichsweise intuitive Moglichkeit, zu bewei-
sen, dass eine Eigenschaft nicht logisch definierbar ist.

Der Einfachheit halber betrachten wir fiir den Rest dieses Kapitels
nur relationale Strukturen.

Definition 3.18. Sei 7 eine relationale Signatur und 2, B 7-Strukturen.
Ein lokaler (oder partieller) Isomorphismus von 2 nach 9B ist eine injektive
Abbildung p : dom(p) — B wobei dom(p) C A, so dass fiir alle n € N,
alle n-stelligen Relationssymbole R € T und alle a4,...,a, € dom(p)
gilt:

(ay,...,ay) € R* gdw. (pay, ..., pan) € R®.
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Die Menge aller lokalen Isomorphismen von 2l nach B bezeichnen
wir mit Loc(2, B).

Lokale Isomorphismen erhalten also auf einer Substruktur Gleich-
heiten und Relationen, und damit genau die Eigenschaften, die mit
atomaren Formeln tiber Elementen der Substruktur ausgedriickt wer-
den konnen.

Das Bild von p ist bild(p) := {pa : a € dom(p)}. Die leere Abbildung
p mit dom(p) = bild(p) = @ ist trivialerweise ein lokaler Isomorphis-
mus. Ein nicht-leerer lokaler Isomorphismus ist ein Isomorphismus
zwischen den von dom(p) und bild(p) induzierten Substrukturen von
20 und B. Wir identifizieren einen lokalen Isomorphismus p oft mit sei-
nem Graphen, d.h. mit der Menge {(a, pa) : a € dom(p)}. Insbesondere
nennen wir p endlich, wenn sein Graph endlich ist.

Beispiel 3.19.
® Betrachte die beiden folgenden Graphen 2 und B:
a b
A1 2 3 4 5 B: ‘
c d

Dann ist p = {(2,a),(3,b), (4,d)} ein lokaler Isomorphismus von
2 nach 8.

e Seien (A, <) und B = (B, <®) lineare Ordnungen und ay, . .., a,
paarweise verschiedene Elemente von A. Eine Abbildung p : a; —
bi,...,an — by ist ein lokaler Isomorphismus von 2 nach B genau
dann wenn eine Permutation s : {1,...,n} — {1,...,n} existiert
sodass agq) <% a5 <¥ - < ag,) und byqy <P by <P
. <% bs(n).

Das SPIEL Gy, (2, B). Das Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel G, (2, B) wird
von zwei Spielern nach folgenden Regeln gespielt.

Das Spielfeld besteht aus den Strukturen 2 und B. Wir setzten
dabei voraus, dass A N B = @. Die Spieler sind der Herausforderer und
die Duplikatorin, oft auch bezeichnet als Spieler I und II. Eine Partie
besteht aus m Ziigen.
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Im i-ten Zug bestimmt der Herausforderer entweder ein Element
a; € A oder ein b; € B. Die Duplikatorin antwortet, indem sie ein
Element aus der jeweils anderen Struktur auswéhlt.

Nach m Ziigen sind also Elemente a1, ...,a,;, aus A und by,..., by
aus ‘B ausgezeichnet. Die Duplikatorin hat die Partie gewonnen, wenn
die Menge {(a1,b1),...,(a4m, by)} ein lokaler Isomorphismus von 2
nach B ist. Anderenfalls hat der Herausforderer gewonnen.

Nach i Ziigen in G, (2, B) ist eine Position (ay,...,a;,by,...,b;)
erreicht. Das verbleibende Teilspiel, mit m — i Ziigen, bezeichnen wir
mit Gm—i(m/ ay,...,a;,*B, by,..., bl)

Eine Gewinnstrategie des Herausforderers fiir ein solches (Teil-)Spiel
ist eine Funktion, die ihm in jeder erreichbaren Position mogliche Ziige
nennt, mit denen er die Partie gewinnt, egal wie seine Gegnerin spielt.
Analog sind Gewinnstrategien fiir die Duplikatorin definiert.

Wir sagen, der Herausforderer (bzw. die Duplikatorin) gewinnt das Spiel
Gn(2,B), wenn er (bzw. sie) eine Gewinnstrategie dafiir hat. Per In-
duktion tiber die Anzahl der Ziige zeigt man leicht, dass fiir jedes (Teil-)
Spiel genau einer der Spieler eine Gewinnstrategie hat (vgl. Ubung 2.3).

Beispiel 3.20.

* Sei A =(Z,<), B = (R, <). Die Duplikatorin gewinnt G, (2, B),
aber der Herausforderer gewinnt G3(2,B) (siehe auch Beispiel
3.23).

e Fiir T = {E, P} (wobei P einstelliges und E zweistelliges Relations-
symbol) betrachte die beiden Strukturen 2 und B in Abbildung 3.1.
Auch hier gewinnt der Herausforderer G3 (2, B), die Duplikatorin
aber G, (2, B) (Beweis: Ubung).

Das SpieL G(2,B). Eine wichtige Variante ist das Ehrenfeucht-Fraissé-
Spiel G(2, B) ohne feste Beschriankung der Anzahl der Ziige: In jeder
Partie bestimmt der Herausforderer zunichst ein m € IN, dann wird
das Spiel G, (2, B) gespielt.

Der Herausforderer gewinnt also das Spiel G(2,B) genau dann,
wenn es ein m € IN gibt so, dass er das Spiel G, (2, B) gewinnt. Anders
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2A: P B: p

N N
/\/\ p/\/\/\ p/\/\ /\/\/\

Abbildung 3.1. Zwei Strukturen 2 und B mit A =, B und A #; B

ausgedriickt: die Duplikatorin gewinnt G(, B) genau dann, wenn sie
fiir jedes der Spiele G, (2, B) eine Gewinnstrategie besitzt.

Satz 3.21 (Ehrenfeucht, Fraissé). Sei T endlich und relational, 2, B
T-Strukturen.

(1) Folgende Aussagen sind dquivalent:

() A = B.
(ii) Die Duplikatorin gewinnt das Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel
G(%,B).
(2) Fir alle m € IN sind folgende Aussagen dquivalent:
() A =, B.

(ii) Die Duplikatorin gewinnt G, (2, B).

Wir fiithren hier nur den Beweis, dass eine Gewinnstrategie der
Duplikatorin fiir das Spiel G(2,B) (bzw. fiir G, (,B)) die elemen-
tare Aquivalenz (bzw. m-Aquivalenz) von 2l und B impliziert. Dazu
beweisen wir die folgende etwas stiarkere Aussage.

Satz 3.22. Seien 2,8 7-Strukturen, @ = ay,...,a, € A,b=by,...,b, €
B. Wenn es eine Formel (%) mit qr(¢) = m gibt, so dass 2 = ¥(a)
und B | —(b), dann hat der Herausforderer eine Gewinnstrategie fiir
Gm(2,a,%8,b).

Beweis. Sei m = 0. Quantorenfreie Formeln sind Boolesche Kombinatio-
nen von atomaren Formeln. Wenn 21, 4 und B, b durch eine quantoren-
freie Formel unterschieden werden, dann also bereits durch ein Atom.
Daraus folgt, dass {(a1,b1),..., (ar, by)} kein partieller Isomorphismus
von 2 nach B ist, also gewinnt der Herausforderer Go(%, a, B, b).
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Sei nun qr(y) = m > 0, A = ¢(a) und B | —¢(b). Die Formel
() ist eine Boolesche Kombination von Formeln mit Quantorenrang
< m und von Formeln der Form Jy¢(X,y) mit qr(p) = m — 1. Es
muss also mindestens eine Formel dieser Gestalt geben, welche 2, a
und B, b unterscheidet. Wenn diese Formel Quantorenrang < m hat,
dann hat nach Induktionsvoraussetzung der Herausforderer eine Ge-
winnstrategie fiir G,,_1 (2, 4,8, b) und also erst recht fiir G, (2, a,B, b).
Andernfalls gibt es eine Formel Jy¢(X,y) mit qr(¢) = m — 1, so dass
entweder

(1) A = Jyg(a,y) und B |= Vy-¢(b,y) oder

(2) 2 |= Vy-9(a,y) und B |= Jye(b,y).
Im Fall (1) wéhlt der Herausforderer im ersten Zug ein ¢ € A mit
2l = ¢(a, c). Fiir jedes beliebige d € B, welches die Duplikatorin wihlen
kann, gilt % | —¢(b,d). Nach Induktionsvoraussetzung gewinnt der
Herausforderer das Restspiel G,,;,_1 (%, 3,¢,B, b,d). Im Fall (2) gewinnt
der Herausforderer, indem er ein d € B mit B = ¢(b,d) wihit. Die
Duplikatorin wahlt ein beliebiges ¢ € A. Also ist nach diesem Zug
eine Position (4, c,b,d) erreicht mit 2 |= —¢(a,¢) und B |= ¢(b,d). Da
qr(—¢) = qr(¢) = m — 1, gewinnt der Herausforderer nach Induktions-
voraussetzung das verbleibende Teilspiel G,,_1 (%, 4, ¢, B, b,d). QED.

Daraus erhalten wir (indem wir * = 0 setzen und somit Sitze
betrachten) die Implikationen (ii) = (i) des Satzes von Ehrenfeucht und
Fraissé:

(1) Wenn die Duplikatorin das Spiel G(2,B) gewinnt, so gilt 2 = B;
(2) Wenn die Duplikatorin das Spiel G, (2, B) gewinnt, so gilt A =,

B.

Beispiel 3.23. Die Strukturen 2 = (Z, <), B = (R, <) lassen sich durch
einen Satz ¢ vom Quantorenrang 3 trennen, welcher ausdriickt, dass <
nicht dicht ist:

P = IxTy(x <y AVz(=(x <zAz <Yy))).

Nach dem Satz von Ehrenfeucht-Fraissé gewinnt der Herausforderer
also G3(2,B). Eine Gewinnstrategie des Herausforderers besteht darin,
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in den ersten beiden Ziigen zwei aufeinanderfolgende Elemente a und
a+1von Z zu wéhlen. Die Duplikatorin muss mit zwei Elementenr,s €
R antworten, so dass r < s. Aber dann gewinnt der Herausforderer,
indem er im dritten Zug ein Element ¢t € R mit » < t < s wahlt. Hier
ist insbesondere zu sehen, dass der Herausforderer gewinnt, indem er
die Struktur wechselt.

ANWENDUNGEN. Der Satz von Ehrenfeucht-Fraissé liefert eine wichtige
Methode, um zu zeigen, dass eine Modellklasse K nicht elementar
axiomatisierbar ist. Wenn es gelingt, Strukturen 2 € K und B ¢ K zu
finden, so dass die Duplikatorin das Spiel G(%, B) gewinnt, dann folgt,
dass kein FO-Satz 2( und 8 unterscheiden kann, und damit auch kein
FO-Satz K axiomatisiert.

Eine stirkere Variante der Ehrenfeucht-Fraissé-Methode besteht
darin, Folgen () men und (By)men von T-Strukturen zu konstruie-
ren, so dass fiir alle m, 2, € K, B, € K und die Duplikatorin das Spiel
G (U, By ) gewinnt. Die Annahme, dass K elementar axiomatisierbar
ist, also K = Mod(y) fiir ein ¢ € FO(7), fithrt nun sofort auf einen
Widerspruch: Sei m = qr(y). Nach dem Satz von Ehrenfeucht und
Fraissé ist 2y, =m Bm. Also Ay, = 3 genau dann, wenn B, |= . Dies
ist aber unmoglich, da ,;, € K und B, ¢ K.

Beispiel 3.24. Sei T = © und K die Klasse aller unendlichen 7-
Strukturen, d.h. aller unendlichen Mengen. Wir haben gesehen, dass
K durch eine unendliche Satzmenge ®« axiomatisiert wird. Mit der
Ehrenfeucht-Fraissé-Methode konnen wir nun zeigen, dass Koo nicht
endlich axiomatisierbar ist.

Fiir alle m € N setze 2, = N und B,, = {1,..., m}. Dann gewinnt
die Duplikatorin das Spiel G, (U, Bm ), weil jede injektive Funktion,
die nur auf m Elementen definiert ist, ein partieller Isomorphismus ist,
sie also nur Gleichheiten und Ungleichheiten erhalten muss. Also trennt
kein Satz ¢ € FO(Q) die endlichen von den unendlichen Mengen.

TRANSITIVE HULLEN SIND NICHT FO-DEFINIERBAR. Eine fundamen-
tale Einschrankung der Ausdrucksstiarke von FO ist das Fehlen ei-
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nes Rekursionsmechanismus. Eigenschaften, welche Rekursion (oder
unbeschrankte Iteration) erfordern, sind im Allgemeinen nicht FO-
definierbar. Wir illustrieren dies am Beispiel der transitiven Hiille.

Satz 3.25. Sei T = {E} (die Signatur von Graphen). Es existiert keine
Formel ¢(x,y) € FO(t), welche in jeder 7-Struktur A = (A,E) die
transitive Hiille von E definiert, d.h. fiir die gilt:

A = ¢(a,b) gdw. es gibt in 2 einen E-Pfad von a nach b
gdw. es gibtn > 0und cp,...,cy € Amitcy =gq,

cn =bund (c¢j,¢j11) € E fur alle i < n.

Satz 3.25 folgt unmittelbar aus dem folgendem Satz, den wir mit
der Ehrenfeucht-Fraissé-Methode beweisen.

Satz 3.26. Es gibt keinen Satz ¢ € FO(7), so dass fiir jeden (endlichen,
ungerichteten) Graphen G = (V, E) gilt:

G = ¢ gdw. G ist zusammenhéngend.

Wenn Satz 3.25 falsch wire, dann gébe es eine Formel ¢(x,y),
welche in G ausdriickt, dass ein Pfad von x nach y existiert. Aber dann
wiirde ¢ := VxVy¢(x,y) ausdriicken, dass G zusammenhéngend ist.

Beweis. Wir definieren fiir jedes m € IN einen zusammenhangenden
Graphen 2, und einen nicht zusammenhéngenden Graphen B,,, so
dass die Duplikatorin das Spiel Gy, (4, B ) gewinnt.

Sei 2, ein Zyklus der Lange 2" und B, die disjunkte Vereinigung
zweier Kopien von 2;;; (wie in Abbildung 3.2 illustriert). Es ist zu zeigen,
dass die Duplikatorin G, (2, By) gewinnt.

Um die Gewinnstrategie fiir die Duplikatorin zu motivieren, be-
trachten wir zundchst eine Gewinnstrategie fiir den Herausforderer
im Spiel mit m + 1 Ziigen. Dabei wahlt der Herausforderer zunéchst
Elemente by, by, die in verschiedenen Zusammenhangskomponenten
von By, liegen. Da 2,; nur eine Zusammenhangskomponente hat, muss
die Duplikatorin zwei Elemente a1, 4, von 2, wéhlen, die durch einen
Pfad der Lange hochstens 2"=1 yerbunden sind. In den folgenden m — 1
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D/ P By - ,
/
Zm/ \ zm/ \ zm/ \
| | |

Abbildung 3.2. Die Strukturen 2, und B,,.

Ziigen weist der Herausforderer die Existenz dieses Pfades nach, indem
er die Distanz zwischen je zwei bereits gewdhlten Knoten in jedem
Zug halbiert. In Abbildung 3.3 sind die Ziige des Herausforderers fiir
m = 4 eingezeichnet, fiir den Fall, dass die Duplikatorin b3 in derselben
Zusammenhangskomponente wie by wahlt. Dann kann sie im letzten
Zug kein Element bs wihlen, das eine Kante zu by und b4 hat.

i ! as Ba bl b2

14

a

Abbildung 3.3. Eine Gewinnstrategie fiir den Herausforderer im Spiel
G5 (A, By).

Wir zeigen, dass der Herausforderer die Existenz eines solchen
Pfades in 2, nicht in m Ziigen nachweisen kann, wenn die Duplikatorin
in A, zwei Knoten mit hinreichend grofiem Abstand wahlt.

Um diese Idee zu formalisieren, definieren wir zunichst die Di-
stanz zwischen zwei Knoten sowie einen Begriff dafiir, in welchen Fillen
wir Distanzen als nicht unterscheidbar betrachten.

Fiir je zwei Knoten x,y sei die Distanz d(x,y) die Linge eines
kiirzesten Pfades von x nach y, wenn ein solcher existiert, und d(x,y) =
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oo, wenn kein solcher Pfad existiert. Fiir Zahlen u,v € N U {c0} und
n € N schreiben wir u =, v, wenn u = v oder u,v > n.

Behauptung. Die Duplikatorin kann so spielen, dass fiir alle i < m
und alle nach i Ziigen ausgewdhlten Elemente ay,...,4; € Ay und
by,...,b; € By gﬂt: d(u]-,ak) =om—it1 d(b], bk)-

Fir i = 0,1 ist dies trivial. Wir nehmen an, die Behauptung sei
nach i Schritten erfiillt und behandeln den Induktionsschritt durch
Fallunterscheidung. Aus Symmetriegriinden kénnen wir annehmen,
dass der Herausforderer im (i + 1)-ten Zug ein Element a;,1 € Ay
auswihlt. Sei a; das am néchsten bei 4, liegende unter den bereits
ausgewdhlten Elementen von 2y, d.h. d(aj, ;1) < d(ag, a;;1) fiir alle
k < i, und aj #* a; das nichste unter den verbleibenden Elementen
(falls ein solches existiert), also d(ajr, ;1) < d(ag,a;1) fir alle k <
mit j # k.

(a) Seid(aj,a;1) < 2"~ Dann wihlt die Duplikatorin b; 1 so, dass
d(b], bi+l) = d(/?l]', Ili+1), und weiterhin d(b]r, bi+l) = d(aj/,ai+1),
falls auch d(aj, a; 1) < 2" gilt.

Da d(ﬂ]‘, ﬂk) =om—i d(b], bk) sowie d(ﬂj/,llk) =om—i d(bj’rbk)/ schlie-
Ben wir:
e Wenn d(aj,ak) = d(b], bk) oder d(a]v,ak) = d(b]‘/,bk), dann
auch d(a;y1,a;) = d(bjy1,bx), denn, da a; mindestens so weit
von a;,1 entfernt ist wie a; und ay, ist die Position von 4,4
relativ zu a;, bereits eindeutig festgelegt.

A ) B , b
T U gﬁbﬂ ] bi1

* Wenn d(aj,a;) > 2m—i+1l ynd d(bj, bx) > 2m=i*1 dann gilt
d(a;q,a;) > 2"~ *1/2 = 2"~ und analog d(b; 1, by) > 2",
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denn sonst lédge a; naher an a; 1 als a;. Analog fiir d(aj, ay) >
om—i+1

Ll1+1 d<a]2ak l+1 ]/aH-l

Also gilt d(a;y1,a;) = d(bH_l,b]) und d(a;41,a;) =pm-i d(b;1,bg)-

(b) Sei d(aj1,a;) > 2™~ i, Die Duplikatorin wahlt b;; so, dass
d(big1,b) > 2" fur alle k < i.

2
m a,+1 1+1 om— i

Am Ende des Spiels (nach m Ziigen) gilt also d(a;, ar) =2 d (b}, by)
fur alle j, k < m, d.h.:

aj = ax gdw. by = b und
(a]-,ak) € E gdw. (b]',bk) € E.

Also ist die Abbildung a1 — by, ..., a4, — by ein lokaler Isomorphismus
von 2y, nach B,,, d.h. die Duplikatorin gewinnt Gy, (2, Bm). Q.E.D.
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4 Vollstandigkeitssatz, Kompaktheitssatz
und Unentscheidbarkeit der
Pradikatenlogik

4.1 Der Sequenzenkalkiil

Wie bereits in Abschnitt 1.6 fiir die Aussagenlogik beschrieben, konnen
wir mit dem Sequenzenkalkiil ein Verfahren angeben, das Beziehun-
gen zwischen Formeln algorithmisch tiberpriift. Wir erweitern den
Sequenzenkalkiil nun auf die Pradikatenlogik.

Eine Schwierigkeit besteht dabei darin, Formeln mit freien Varia-
blen zu behandeln, z.B. weil eine Variable sowohl frei als auch gebunden
vorkommen kann. Durch Einfiihren neuer Konstantensymbole kénnen
wir uns auf die Betrachtung von Sétzen beschranken und so solche
Komplikationen vermeiden. Sei ¢ eine beliebige Signatur und seien
c1,¢2,... abzédhlbar viele, paarweise verschiedene und nicht in ¢ ent-
haltene Konstantensymbole. Wenn wir jede Formel ¢(xq, ..., x,) mit
den freien Variablen x,...,x, durch den Satz ¢(cq,...,cn) ersetzen,
dann konnen wir alle Fragen {iber Giiltigkeit, Erfiillbarkeit und die
Folgerungsbeziehung auf Sitze reduzieren.

Im Folgenden bezeichnet o eine beliebige abzahlbare Signatur, und
T = o UC fiir eine abzédhlbar unendliche Menge C von Konstanten,
welche nicht in ¢ enthalten sind. Wenn von ¢ € FO(t) oder I' C
FO(7) die Rede ist, sind immer Sdtze bzw. Satzmengen gemeint, es sei
denn, wir deuten durch die Notation (x) explizit an, dass x in i frei

vorkommt.

Definition 4.1. Eine Sequenz ist ein Ausdruck I = A, wobei I', A endli-
che Mengen von Sitzen in FO(7) sind. Eine Sequenz I' = A ist giiltig,
wenn jedes Modell von I' auch ein Modell mindestens einer Formel
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aus A ist. Die Axiome des Sequenzenkalkiils sind alle Sequenzen der
Form I',{p = A, . Die Schlussregeln sind dieselben wie beim aussa-
genlogischen Sequenzenkalkiil, erweitert um die Gleichheitsregel, die
Substitutionsregeln und die Einfithrungsregeln fiir die Quantoren 3
und V.

Die Gleichheitsregel lautet:

o) Di=t=A
N r=A

Die Substitutionsregeln erlauben das Austauschen von Termen. Die
Schreibweise t = t' deutet an, dass entweder t = ' oder t' = t benutzt

werden kann:

Lp(t) = A
Lt=t,pt)=A

I'=Ay(t)
It=t = A9p({t)

(S=) (=9)

Hier stehen ¢, # fiir beliebige Grundterme aus T(7); (x) ist eine
beliebige Formel aus FO(7), in der keine andere Variable als x frei
vorkommt, und ¢ (¢) ist die Formel, die man daraus durch Substitution
von ¢t fur x erhalt.

Die Korrektheit der Gleichheitsregel ist trivial. Es ist auch leicht
einzusehen, dass die Substitutionsregeln korrekt sind. Wir erlautern
dies fiir (= S): Sei I' = A, (t) eine giiltige Sequenz und 2 ein Modell
von It = t'. Zu zeigen ist, dass 2 dann entweder Modell einer Formel
aus A oder Modell von $(#') ist. Nehmen wir also an, dass in 2 alle
Formeln aus A falsch sind. Aber dann folgt A = (¢), denn T = A, ¢(t)
ist giiltig und 2 |=T. Da aber auch 2 =t = ¢/, folgt 2 |= ¢(¥').

Die Einftihrungsregeln fiir 3 und V haben folgende Form:

Ly(c)=A . :

(FI=) EETOEY wenn ¢ in I', A und ¢ nicht vorkommt.
T'=Ay(t)

=3 T8 Twe
Ly(t)=A

V=) Tvg@ oS4

(=V) L= Ay , wenn ¢ in I, A und ¢ nicht vorkommt.

I'= A Vxyp(x)
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Beispiel 4.2.

* Hier ist ein Beweis fiir die giiltige Sequenz IxVyRxy = Vy3IxRxy,
welcher die Anwendung der Quantorenregeln illustriert:

Red = Red

Red = JxRxd
VyRcy = IxRxd

VyRcy = Vy3IxRxy
JxVyRxy = Vy3IxRxy

e Um die Sequenz Rfc,Vx(fx = x) = Rf fc abzuleiten, beginnt man
mit dem Axiom Rfc = Rfc. Wenn wir ¢(x) := Rfx wihlen, dann
ist dies die Sequenz Rfc = (c). Mit der Regel (= S) kénnen wir
daraus die Sequenz Rfc, fc = ¢ = ¢(fc), also Rfc, fc = ¢ = Rf fc
ableiten. Durch Anwendung der Regel (V =) erhalten wir daraus
eine Ableitung von Rfc, Vx(fx = x) = Rf fc.

Ubung 4.1. Beweisen Sie die Korrektheit der Quantorenregeln. Zeigen
Sie auch, dass in den Regeln (3 =) und (= V) die Bedingung, dass c
nicht in I',  und A vorkommt, nicht weggelassen werden kann.

Tabelle 4.1 fasst alle Regeln des Sequenzenkalkiils nochmals zu-
sammen. Die weiteren wesentlichen Begriffe konnen unmittelbar vom
aussagenlogischen Sequenzenkalkiil tibernommen werden. Die Menge
der ableitbaren Sequenzen ist die kleinste Menge, welche alle Axiome
umfasst und mit jeder Instanz der oberen Zeile einer Schlussregel auch
die entsprechende Instanz der unteren Zeile enthalt. Ein Beweis ist ein
beschrifteter Baum, so dass alle Blitter mit Axiomen, alle inneren Kno-
ten mit der Konklusion einer Schlussregel und deren Kinder mit den
Pramissen derselben Regel beschriftet sind.

Da die Axiome des Sequenzenkalkiils giiltig sind, und die
Schlussregeln giiltige Sequenzen immer in giiltige Sequenzen tiber-
fiithren, folgt, dass im Sequenzenkalkiil nur giiltige Sequenzen ableitbar
sind.

Satz 4.3 (Korrektheitssatz fiir den Sequenzenkalkiil). Jede im Sequen-
zenkalkiil ableitbare Sequenz ist giiltig.
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It=t=A

S
6%) TrEvgmss %) Trraes®
=) 1% = Tty
vo) LSS eV sk
(A=) rr,llplp/l\ﬂﬁiAA (=0 = rA i A, zpr/\:; =
(o) ~ ir%{plpa 9 iﬁAﬁ G l"r:/:pA:,}szjﬂ
(3=) % . (= 3) %
(V=) rrqu(f()af éAA (=) rr:>:>A,A§/f4(f()x) ’

*wenn c in I', A und ¢ nicht vorkommt

Tabelle 4.1. Die Regeln des Sequenzenkalkiils

4.2 Der Vollstindigkeitssatz

Die Vollstandigkeit des Sequenzenkalkiils ist nachgewiesen, wenn be-
wiesen ist, dass jede giiltige Sequenz ableitbar ist.

Stattdessen konnen wir allerdings auch die etwas nattirlichere For-
mulierung tiber die Ableitbarkeit von Sitzen oder Sequenzen aus einer
Menge von Hypothesen (z.B. den Axiomen einer Theorie) betrachten.
Die Frage ist dann, welche Aussagen sich aus gegebenen Voraussetzun-
gen im Sequenzenkalkiil beweisen lassen. Mit dem Vollsténdigkeitssatz
wird bewiesen, dass das gerade die Aussagen sind, die semantisch aus
den Voraussetzungen folgen.

ABLEITBARKEIT IN THEORIEN. Aus dem Sequenzenkalkiil erhédlt man
den folgenden Ableitungsbegriff fiir Sitze oder Sequenzen aus einer
Hypothesenmenge.

Definition 4.4. Sei ® C FO(0) eine Menge von Sitzen. Ein Satz ¢
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ist ableitbar aus dem Axiomensystem @ (kurz: ® - ¢), wenn eine
endliche Teilmenge I' von & existiert, so dass die Sequenz I' = ¥ im
Sequenzenkalkiil ableitbar ist. Eine Sequenz I' = A ist ableitbar aus ®,
wenn es eine ableitbare Sequenz I', I’ = A gibt mit I” C ®.

Die Ableitbarkeit von Sequenzen und die Ableitbarkeit von ein-
zelnen Sétzen sind im Wesentlichen austauschbare Begriffe, denn die
Sequenz I = A ist ableitbar aus ® genau dann, wenn ® - AT — V A.

Es gibt auch Satzmengen ® aus denen jeder Satz (der entsprechen-
den Signatur) ableitbar ist. Eine solche Menge nennen wir inkonsistent.
Aufgrund der Korrektheit des Sequenzenkalkiils sind inkonsistente
Mengen unerfiillbar.

Beispiel 4.5. Jede Menge, welche einen Satz und gleichzeitig auch dessen
Negation enthalt, ist inkonsistent. In der Tat konnen wir jede Sequenz
der Form ¢, = = ¢ mit der Regel (— =) aus dem Axiom ¢ = 9, ¢
ableiten.

Wenn nicht jeder Satz aus & ableitbar ist, dann nennen wir &
konsistent. Nach Definition ist ® genau dann konsistent, wenn jede
endliche Teilmenge von ® konsistent ist.

Man beachte, dass Konsistenz und Ableitbarkeit () syntaktische
Begriffe sind, da sie sich auf Formelmengen und Sitze als sprachliche
Objekte und nicht auf ihre Bedeutung beziehen, da der Sequenzenkalkiil
rein syntaktische Ersetzungen ausfiihrt. Die zugehorigen semantischen
Begriffe sind die Erfiillbarkeit und die Folgerungsbeziehung (}=).

Der Korrektheitssatz fiir den Sequenzenkalkiil impliziert: Wenn
® I i, dann auch @ = ¢. Der Vollstindigkeitssatz besagt, dass auch
die Umkehrung gilt.

Satz 4.6 (Vollstindigkeitssatz fiir den Sequenzenkalkiil). Fiir jede Satz-
menge ® C FO(¢) und jeden Satz ¢ € FO(0) gilt:

i) PEY gdw. D+ y;

(if) @ ist genau dann konsistent, wenn & erfiillbar ist.
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4.3 Der Beweis des Vollstandigkeitssatzes

Man beweist den Vollstindigkeitssatz, indem man fiir jede beliebige,
nicht aus @ ableitbare Sequenz I' = A ein Modell & von ® UT U =A
konstruiert. Dabei ist =A := {—¢ : € A}. Daraus erhdlt man sofort
die beiden Aussagen des Vollstandigkeitssatzes:

(i) Wir wissen wegen der Korrektheit des Sequenzenkalkiils bereits,
dass ® |= ¢ aus ® + ¢ folgt. Wir zeigen die Kontraposition
der anderen Richtung. Wenn ® I/ ¢, dann ist insbesondere die
Sequenz @ = 1 nicht aus P ableitbar. Die Existenz eines Modells
2 = ® U {—y} bedeutet aber, dass P = ¢.

(ii) Wir wissen bereits, dass jede erfiillbare Menge konsistent ist. Sei
umgekehrt ¢ konsistent. Dann gibt es ein ¢, so dass ® I ¢ und
daher (nach (i)) auch ® }~ ¢. Also ist ® U {—¢} und daher insbe-
sondere @ erfiillbar.

Es bleibt also die Aufgabe, fiir jede nicht aus ® ableitbare Sequenz
I' = A ein Modell von ® UT U =A zu konstruieren.

Herbrandstrukturen und kanonische Modelle

Als Vorbereitung fiir die Modellkonstruktion behandeln wir Mengen
von atomaren Sitzen. Fiir jede Menge von atomaren Sétzen, die unter
Substitution abgeschlossen ist (d.h. alle semantisch folgenden atomaren
Aussagen bereits syntaktisch enthélt) konstruieren wir das sogenann-
te kanonische Modell. Dafiir definieren wir zunachst den Begriff einer
Herbrandstruktur.

Eine Herbrandstruktur besitzt genau die Elemente, die durch Ter-
me der gegebenen Signatur definierbar sind, und damit genau die
Elemente, die in jedem Modell jeder Satzmenge der Signatur existie-
ren miissen. Spater werden die Relationen gerade entsprechend der
gegebenen atomaren Sétze definiert.

Lediglich Gleichheiten definierbarer Elemente werden in unserer
Herbrandstruktur noch nicht erfiillt. Das kanonische Modell entsteht

daher als Faktorstruktur durch herausfaktorisieren der Gleichheiten.
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Definition 4.7. Eine Herbrandstruktur zu einer Signatur 7 (die min-
destens ein Konstantensymbol enthilt) ist eine 7-Struktur ), deren
Universum die Menge aller Grundterme der Signatur 7 ist und deren
Funktionssymbole durch ihre natiirliche Operation auf den Termen
interpretiert werden: Fiir n-stelliges f € Tist f7(t,...,tn) := ft1 - - tn.
Die Interpretation der Relationssymbole aus T ist beliebig.

Eine Herbrandstruktur $) ist eine Struktur, deren Redukt auf die
Funktionssymbole gerade die Termalgebra iiber der leeren Variablen-
menge ist, also die die Menge der Terme zusammen mit den Operatio-
nen zur syntaktischen Konstruktion von Termen. Man beachte, dass in
$ jeder Grundterm durch sich selbst interpretiert ist: +? = t.

Beispiel 4.8. Sei T = {c, f} fiir ein Konstantensymbol ¢ und ein ein-
stelliges Funktionssymbol f. Eine Herbrandstruktur zur Signatur
enthilt dann die Elemente c, fc, ffc usw., also alle Zeichenketten f"c
furn € N.

Sei . eine Menge von atomaren T-Sitzen. Mit $)(X) bezeichnen wir
die Herbrandstruktur mit folgender Interpretation der Relationssymbo-
le: Fiir n-stelliges R € 7 ist

RO®) = {(t,...,t)) : Rty - t, € Z}.

$H(X) erfiillt also bereits alle Satze der Form Rt - - - t, in X.

Im Allgemeinen ist £ (X) allerdings kein Modell von X: Seien ¢ und
t' zwei (syntaktisch) verschiedene Terme, so dass aber ¥. die Formel
t = t' enthdlt. Dann ist $(X) Modell von t # ' und daher kein Modell
von X. Es ist daher notwendig, Gleichheiten herauszufaktorisieren.

Wir konstruieren deshalb aus der Herbrandstruktur $(X) eine
Struktur, in der all jene Terme zusammengefasst werden, die geméf3
einem Satz in X gleich interpretiert werden sollen. Um die Relationen
und Funktionen der Herbrandstruktur zu erhalten, werden die Elemente

entsprechend einer Kongruenzrelation zusammengefasst.

Definition 4.9. Sei 2 eine 7-Struktur. Eine Kongruenzrelation auf 2 ist
eine Aquivalenzrelation ~ auf A, welche in folgendem Sinn mit den
Relationen und Funktionen von 2 kompatibel ist:
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(1) Ist f € T ein n-stelliges Funktionssymbol und ay, ..., a,4,by ..., by €
Amitaj ~by,..., a5 ~ by, so gilt:

ay,...a0) ~ FA(by,...,by).

(2) Ist R € 7 ein n-stelliges Relationssymbol und ay, ..., a,,by,...,by €
Amitaj ~by,..., a5 ~ by, so gilt:

(a1,...,an) € R* gdw. (by,...,by) € R®.

Ist ~ eine Kongruenzrelation auf 2, so bezeichnen wir mit [a] :=
{b € A:a~ b} die Kongruenzklasse von a unter ~.

Wir wollen in der Herbrandstruktur die Elemente jeder Kongru-
enzklasse zusammenfassen. Die dabei entstehende Struktur ist wie folgt
definiert:

Definition 4.10. Sei 2 eine 7-Struktur und ~ eine Kongruenzrelati-
on auf 2. Die Faktorstruktur 20/~ ist die 7-Struktur mit Universum
{[a] : @ € A} (der Menge der Kongruenzklassen von ~) und der folgen-
den Interpretation der Relations- und Funktionssymbole.

(1) Ist f € 7 ein n-stelliges Funktionssymbol und ay,...,a, € A, so
gilt:
fgl/N([al]" s [an]) = [fgl(alr- . -/an” .

(2) Ist R € T ein n-stelliges Relationssymbol und ay,...,a, € A, so
gilt:

([a1], ..., [an]) € R¥~ gdw. (ay,...,a,) € R®.

Man beachte, dass fgl/ ~ und R/~ wohldefiniert sind, da ~ eine

Kongruenzrelation ist.

Beispiel 4.11. Sei A = (N, +), n € N und ~ die Relation mita ~ b genau
dann, wenn 7 ein Teiler von a — b ist. Dann ist ~ eine Kongruenzrelation
auf 2. Die Faktorstruktur 2/~ ist isomorph zu ({0,...,n —1},+,),
wobei +; die Addition modulo n bezeichnet.
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Wir konnen also fiir jede Kongruenzrelation die Faktorstruktur
bilden. In der Herbrandstruktur $(X) sollen Gleichheiten herausfakto-
risiert werden, also werden wir eine dafiir passende Kongruenzrelation
angeben. Dafiir muss bekannt sein, welche Gleichheiten in der Faktor-
struktur gelten sollen. Aus der Menge X von atomaren Sitzen folgen
moglicherweise auch Gleichheiten, die nicht explizit enthalten sind. Da-
her erweitern wir zunachst die Menge X. so, dass sie alle Gleichheiten
enthilt, die aus X folgen. Der Abschluss unter Substitution ist eine
syntaktische Operation, die genau das gewdahrleistet:

Definition 4.12. Eine Menge X von atomaren Sétzen in FO(t) ist abge-
schlossen unter Substitution, wenn fiir jede atomare Formel i (x) und alle
Grundterme t,t' € T(7) gilt:

(i) X enthélt die Gleichung t = t.
(ii) Wenn t = ' und ¥(t) zu = gehoren, dann auch (t').

Beispiel 4.13. Sei 2 eine 7-Struktur und ¥ die Menge aller atomaren
Sétze ¢, so dass 2 |= ¢. Dann ist X abgeschlossen unter Substitution,
da jeder atomare Satz, der beim Abschluss unter Substitution entsteht,
bereits von 2 erfiillt wird.

Wenn X unter Substitution abgeschlossen ist, konnen wir auf der Her-
brandstruktur (%) mithilfe der enthaltenen Gleichheiten eine Kongru-
enzrelation bilden.

Fiir beliebige Grundterme t,t' € T(7) setzen wir:

t ~t gdw. ¥ enthilt die Formel t = ¢'.

Wir zeigen nun, dass ~ fiir unter Substitution abgeschlossene
Satzmengen tatsédchlich eine Kongruenzrelation ist, sodass wir die Fak-
torstruktur bilden kénnen.

Lemma 4.14. Sei X abgeschlossen unter Substitution. Dann ist ~ eine
Kongruenzrelation auf ().

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Nach
Bedingung (i) von Definition 4.12 ist ~ reflexiv. Sei nun ¢ ~ # und
damit t = ' € . Wenn 9(x) die Formel x = ¢ ist, dann ist y(t) die
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Gleichung t = t und somit in 2. Nach Bedingung (ii) von Definition 4.12
enthilt ¥ dann auch ¢(t'); dies ist aber gerade die Gleichung ' = t.
Also folgt + ~ t. Schliellich nehmen wir an, dass t ~ ' und #' ~ #’. Sei
P(x) die Formel t = x. Also enthilt & (#') und daher auch y("); dies
ist aber die Gleichung t = . Also t ~ .

Es bleibt zu zeigen, dass ~ mit den Funktionen und Relatio-
nen von $(X) kompatibel ist. Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol
und seien s ~ fy,...,5, ~ t,. Wir miissen zeigen, dass fs1---s, ~
fty -+ -ty. Zu diesem Zweck sei ¢;(x) die Gleichung fsi---s, =
fty---ti_qxsjp1---sy furi = 1,...,n. Per Induktion zeigen wir, dass
iti) € Z.

Die Formel 1 (s1) ist einfach fs;---s, = fs1---s, und daher in
Y. Also ist auch ¢y (t;) € . Beachte nun, dass ¢;1(s;11) und ;(¢;)
dieselbe Formel bezeichnen, namlich fsq - --s, = ft1 - - - t;5;115410 - - - Sp-
Nach Induktionsvoraussetzung gehort also 911 (s;1) zu X, und daher
auch ;11 (t;11). Damit folgt, dass ¢, (t,) € L. Dies ist aber gerade die
Gleichung fsq---s; = ft1 -+ ty.

Schliefllich miissen wir zeigen, dass fiir jedes n-stellige Relations-
symbol R und sy ~ t1,...,s, ~ t, folgt:

N(E)ERsy-- -5y gdw. H(Z) =Rty - -ty

Die Argumentation ist wie bei den Funktionssymbolen, unter Verwen-
dung der Formeln ;(x) := Rty - - - ;_1XSj 11" - Sp. Q.E.D.

Wir kénnen also die Faktorstruktur 2(X) := $(X)/~ bilden. Offen-
sichtlich wird in 2(X) jeder Grundterm t durch seine Kongruenzklasse
interpretiert: £2(%) = [t]. Somit erfiillt 2(Z) die in  enthaltenen Gleich-
heiten. Da bereits $(X) nach Definition genau die in % definierten
relationalen Aussagen erfiillt, folgt:

Lemma 4.15. Fiir jeden atomaren Satz ¢ aus FO(7) gilt: A(X) =
P gdw. P € X

2A(X) heilt das kanonische Modell von X. Leider ldsst sich Lem-
ma 4.15 nicht direkt auf Mengen von nicht-atomaren Sitzen tibertragen.
Betrachte etwa die Menge X := {t = ¢ : t ein Grundterm} U {3xRx}.
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Diese Menge ist trivialerweise abgeschlossen unter Substitution, ent-
hilt aber keine Aussage der Form Rt. Daher ist R*(2) = @ und somit
A(X) ¥ IxRx. Analoges gilt fiir die Menge {t =t : t ein Grundterm} U
{Rx V Ry}. Man sieht aus diesen Beispielen, dass X neben der Abge-
schlossenheit unter Substitution noch weitere Abschlusseigenschaften
besitzen muss, damit 2A(X) = X gilt.

Hintikka-Mengen und der Modell-Existenz-Satz

Bisher konnen wir das kanonische Modell fiir eine Menge von atomaren
Satzen konstruieren. Das Ziel ist weiterhin, fiir eine beliebige nicht aus ®
ableitbare Sequenz I' = A ein Modell von ® UT U —A zu erhalten. Dazu
erweitern wir die Mengen I' und A unter anderem um Teilformeln
der bereits enthaltenen Formeln, sodass am Ende fiir jede atomare
Teilformel bestimmte atomare Sitze (d.h. mit Grundtermen anstelle
von freien Variablen) in der Menge enthalten sind. Die Menge dieser
atomaren Sitze wird abgeschlossen sein unter Substitution, und damit
ein kanonisches Modell besitzen.

Um die Menge ® UT' U =A zu erweitern, konstruieren wir eine
unendliche Folge von Sequenzen I', = A, mit der Eigenschaft, dass aus
der neu hinzugefiigten Sequenz I', 11 = A, jeweils bereits I';, = Ay
ableitbar ist. Wann immer also eine Sequenz atomare Sétze enthilt, wird
sich daraus bereits mithilfe der Schlussregeln eine Sequenz mit den
zuvor schon enthaltenen, komplexeren Sitzen ableiten lassen. Diese
Konstruktion wird es am Ende erlauben, von den atomaren auf die
zusammengesetzten Sitze in der Menge zu schliefSen.

Um den Beweis zu vereinfachen, beschrianken wir uns auf reduzier-
te Satze (d.h. solche, die aus den Atomen mittels V, = und 3 aufgebaut
sind). Obwohl wir im Sequenzenkalkiil auch Schlussregeln fiir A, —
und V angegeben haben, bedeutet die Reduktion auf reduzierte Sitze
keine Einschrankung der Allgemeinheit: Sei etwa I'y = Ap eine nicht-
ableitbare Sequenz bestehend aus beliebigen Sitzen, und sei I'1 = A
die Sequenz, die wir erhalten, indem wir jeden Satz durch eine dquiva-
lente reduzierte Variante ersetzen.

Zundchst tiberlegt man, dass auch I'1 = A nicht ableitbar ist.
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Wir zeigen exemplarisch, dass die Ableitung einer Sequenz der Form
I,(yAp)=ANausT,iy = Aund T, ¢ = A mittels der Regel (A =)
simuliert werden kann durch eine Ableitung der dquivalenten Sequenz
I,=(=¢ V —¢) = A mit den Regeln (= —), (- =) und (= V):

Iy=A Ie=A
= A -y I'=A-¢
I=4 ¢V -e)
(= Vo) = A

Die Argumentation fiir Sequenzen mit Sétzen der Form ¢ — ¢ und
Vxip(x) ist analog.

Umgekehrt ist ein Modell von I' U =A nattirlich auch ein Modell
von I U —A’ und erbringt damit den Nachweis, dass I' = A’ nicht
korrekt ist.

Bei der Konstuktion der Mengen I';;, A;; sollen allen Sétze tiber der
gegebenen Signatur berticksichtigt werden, wobei in jedem Schritt eine
neue Formel einfliefSt. Dazu legen wir eine Aufzdhlung von Formeln
fest, anhand derer die jeweils ndchste zu behandelnde Formel bestimmt
wird.

Sei nun ® C FO(c), und sei T = o UC fiir eine abzdhlbar un-
endliche Menge C von neuen Konstantensymbolen. Wir fixieren eine
Aufzdhlung (¢, to), (¢1,t1), - - ., in der jedes Paar (¢, t), bestehend aus
einem Satz ¢ € FO(t) und einem Grundterm ¢ € T(7), unendlich oft
vorkommt, sowie eine Aufzdhlung o(xo), 1 (x1), ... aller atomaren
FO(7)-Formeln mit genau einer freien Variablen.

Wir definieren induktiv aufsteigende Folgen Iy C I'y C --- und
Ayp C Ay C --- wie folgt: Sei I'g := I’ und Ag := A. Wir nehmen nun
an, I';, und A, seien bereits konstruiert und I';, = A,, sei nicht aus ®
ableitbar.

(@) Sei ¢ eine Formel aus ® oder eine Gleichung t = t. Dann setze
Tyt =Ty, ¢pund Ayiq i= Ap.
Die Sequenz I';, 11 = A4 ist nicht aus & ableitbar, denn sonst
wire auch I', = A, aus @ ableitbar.

(b) Sei ¢, von der Gestalt t = t/. Wenn ¢, € T, und ein m € N
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existiert, so dass ¥, (t') € 'y, aber P (t) € Ty, dann wihle das
kleinste solche m und setze I'; 1 := 'y, P () und A1 := Ay
Die Sequenz I';, 11 = A4 ist nicht aus P ableitbar, denn sonst
wire mit der Regel (S =) auch Iy, t = t/, ¢, (') = A, ableitbar.
Da t =t/ und 9, (#') bereits in I';, enthalten sind, wére also I';, =
Ay, ableitbar, im Widerspruch zur Induktionsannahme.

(c) Sei @y := . Wenn ¢, € I', dann setze ' :=T', und A, 41 1=
Ay, . Wenn ¢, € Ay, dann setze 'y 1 := Ty, p und Ay g := Ay
Mit den Regeln (— =) und (= —) folgt, dass I';; ;1 = A1 nicht
aus @ ableitbar ist.

(d) Sei ¢, = ¢V I Wenn ¢, € I';, dann setzen wir A, ;1 := A, und
konnen aufgrund der Regel (V =) entweder T, 1 := Ty, ¢ oder
Ty41 = Ty, ® so wiéhlen, dass I';;11 = A, 41 nicht ableitbar ist.
Wenn ¢, € Ay, dann setzen wir I' 11 := T, und Ay = Ay, 9, 0
und verwenden die Regel (= V).

(e) Sei ¢, von der Gestalt Ixip(x). Wenn ¢, € T';, dann wihle ein ¢ €
C, welches in T, und A, nicht vorkommt. Setze I', 1 := Ty, ¥(c)
und A, 41 = Ay. Die Sequenz I',,1 = A, ist nicht ableitbar;
andernfalls wire (da ¢ in ®,T;; und A, nicht vorkommt) mit der
Regel (3 =) auch I'y, Ixyp(x) = A, und damit I', = A, aus P
ableitbar.

Wenn ¢, € Ay, dann setze I'y, 1 : =Ty und A, 11 = Ay, P(tn). Mit
Regel (= 3) folgt, dass ', 1 = Ay 41 nicht ableitbar ist.

In allen anderen Féllen sei I';, 1 := Iy, und A,41 := A,. Man beachte,
dass aufgrund von Schritt (a) der Konstruktion ® C |J,,cn I'n gilt.

Wir zeigen nun, dass die Folge der I';, = A, wie oben beschrieben
die Schlussregeln des Sequenzenkalkiils simuliert, und das kanonische
Modell der enthaltenen atomaren Sitze definiert werden kann.

Lemma 4.16. Die Mengen I'* := |J,,en I'n und A* := |J,,ey A besitzen
folgende Eigenschaften:
(1) T* und A* sind disjunkt.
(2) Die atomaren Sitze in I'* sind abgeschlossen unter Substitution
(gemaf3 Definition 4.12).
(8) Wenn —p € T*, dann ist ¢ € A*. Wenn —¢p € A*, dann ist ¢p € T'*.
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(4) Wenn ¢ vV ¢ € I'*, dann gehort ¢ oder & zu I'". Wenn ¢ vV ¢ € A*,
dann gehoren i und ¢ zu A*.

(5) Wenn Jxp(x) € T'*, dann gibt es einen Grundterm ¢, so dass §(t) €
I'*. Wenn Jxip(x) € A*, dann ist ¢ (t) € A* fiir alle Grundterme ¢.

Beweis. Die Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Konstrukti-
on der Sequenzen I', = Ay:

(1) Wenn ¢p € I'* N A*, dann gibt es ein n € IN, so dass ¢ € I'; N A,,.
Aber dann wire I';, = A, ein Axiom und somit ableitbar.

(2) Die Schritte (a), (b) in der Konstruktion garantieren, dass I'* alle
Gleichungen t = t enthilt sowie mit ¢ = ' und () auch (t') fir
alle atomaren Formeln ().

(3) Wenn —¢p € T*, dann gibt es (da jeder Satz in der Aufzdhlung
®0, ¢1, - - - vorkommt) ein hinreichend grofses 1, so dass ¢, = —¢ €
I'y;. Nach Schritt (c) der Konstruktion folgt, dass i € A*. Der Fall,
dass —p € A*, wird analog behandelt.

(4) Wenn ¢ V & € T'*, dann gibt es ein 1, so dass ¢, = p V¢ € T},.
Nach Schritt (d) ist entweder 1 oder @ in '), 1. Das Argument fiir
YV ¢ € A* ist analog.

(5) Wenn Jxyp(x) in I'*, dann gibt es nach Schritt (e) ein ¢, so dass
P(c) € I'*. Wenn Jxip(x) € A* und ¢ ein beliebiger Grundterm ist,
dann gibt es hinreichend grofle n, so dass ¢, die Formel Jxy(x)
und ¢, der Term ¢t ist. Nach Konstruktion ist ¢(t,) € A,y1. Q.E.D.

Definition 4.17. Sei I'*, A* ein Paar von Satzmengen welches die Eigen-
schaften (1) — (5) erfiillt. Dann heifst I'* U =A* eine Hintikka-Menge.

Die Sequenzen I';, = A, wurden als Erweiterung der nicht aus
@ ableitbaren Sequenz I' = A konstruiert. Das Ziel, ein Modell von
® UT U —A zu konstruieren, ist also erreicht, wenn wir ein Modell der
Hintikka-Menge angeben konnen.

Satz 4.18 (Modell-Existenz-Satz). Jede Hintikka-Menge besitzt ein Mo-
dell.

Beweis. Sei T =I'* U-A* eine Hintikka-Menge und X die Menge aller
Atome in I'*. Nach Bedingung (2) ist ¥ abgeschlossen unter Substitution.
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Wir behaupten, dass 2A(X), die kanonische Struktur zu %, ein Modell
von T ist. Dazu beweisen wir per Induktion tiber den Formelaufbau,
dass fiir jeden Satz ¢ gilt:

e Ist ¢ € T, s0 gilt A(X) = ¢;
e Ist p € A, so0 gilt A(X) |= —g.

(i) Fur atomare Satze ist dies bereits bewiesen (Lemma 4.15).

(ii) Sei ¢ = —¢. Wenn ¢ € I'*, dann ist ¢ € A*. Per Induktionsvor-
aussetzung folgt 2A(XZ) = —¢. Wenn ¢ € A*, dann ist ¢ € T'*, also
2A(X) = ¢ und daher A(X) = —¢.

(iil) Sei ¢ := ¢V #. Wenn ¢ € I'*, dann ist entweder ¢ oder ¢ in I'* und
damit nach Induktionsvoraussetzung wahr in 2(%). Wenn ¢ € A*,
dann sind ¥ und ¢ in A*, also 2A(X) = —¢.

(iv) Sei ¢ = JxP(x). Wenn ¢ € T*, dann gibt es ein t, so dass ¢(t) € I'™*.
Also gilt per Induktionsvoraussetzung 2(X) = ¢(t) und daher
A(X) = Jxyp. Wenn Ixg € A*, dann ist fur alle t ¢(t) € A*
und daher per Induktionsvoraussetzung 2(X) = —¢(¢). Da jedes
Element von 2(X) einen Grundterm interpretiert, folgt 2A(X) |=
—3xp(x). Q.E.D.

Wir sind ausgegangen von einer Satzmenge ¢ und einer nicht
aus P ableitbaren Sequenz I' = A. Wir haben daraus eine unendli-
che Folge von Sequenzen I';, = A, konstruiert und so eine Hintikka-
Menge T := U en T'n U Uyen —Asn erhalten, welche @ UT U —A enthalt.
Wir haben schliefllich gezeigt, dass das kanonische Modell der Atome
einer Hintikka-Menge ein Modell der gesamten Hintikka-Menge ist.
Insbesondere folgt also, dass ® UT' U —A erfiillbar ist. Damit ist der
Vollstandigkeitssatz bewiesen.

Uberabzihlbare Signaturen. Wir haben hier den Vollstandigkeitssatz nur
fiir abzédhlbare Signaturen bewiesen. Er gilt aber auch fiir beliebige Si-
gnaturen (siehe etwa: H.-D Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas, Einfiihrung
in die Mathematische Logik, 5. Auflage, Spektrum Akademischer Verlag,
2007, Kapitel 5).
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Die Menge aller Terme {iiber einer abzadhlbaren Signatur ist selbst
abzahlbar. Das im Beweis des Vollstandigkeitssatzes konstruierte Modell
einer konsistenten Satzmenge ist also abzdhlbar. Damit erhalten wir

unmittelbar eine interessante, rein semantische Folgerung.

Satz 4.19 (Absteigender Satz von Lowenheim-Skolem). Jede erfiillbare,
abzahlbare Satzmenge hat ein abzihlbares Modell.

Der Vollstandigkeitssatz hat auch eine interessante algorithmische
Konsequenz. Wie jeder Beweiskalkiil erlaubt auch der Sequenzenkalkiil
die systematische Generierung aller ableitbaren Objekte. Aus dem Voll-
standigkeitssatz folgt demnach, dass es einen Algorithmus gibt, der alle
allgemeingiiltigen FO(7)-Sétze aufzihlt. Dies bedeutet allerdings nicht,
dass man einen Algorithmus zur Verfiigung hitte, mit dem man zu
jedem vorgelegten FO(T)-Satz entscheiden kénnte, ob dieser allgemein-
gliltig ist: Sei etwa ¢ der gegebene Satz. Man kann nun systematisch
alle allgemeingtiltigen Sdtze @g, @1, ... aufzdhlen. Wenn ¢ tatsdchlich
allgemeingiiltig ist, wird man irgendwann ein ¢; := ¢ erhalten und
hat damit die richtige Antwort. Wenn aber ¢ nicht allgemeingiiltig ist,
dann kann man dies durch ein solches Aufzihlungsverfahren nicht
feststellen.

Schnitt-Elimination. Sequenzenkalkiile gibt es in vielen verschiede-
nen Varianten. Interessant ist insbesondere die Erweiterung um die

sogenannte Schnittregel:

Fe=A T=A¢
I'=A

Diese Regel ist eine Variante des Modus Ponens, welcher in anderen
Beweiskalkiilen verwendet wird und die Ableitung von ¢ erlaubt, wenn
vorher ¢ und ¢ — ¢ bewiesen wurden. Die Schnittregel erlaubt es,
aus langeren Sequenzen kiirzere abzuleiten. Beweise mit Schnittregel
konnen sehr viel kiirzer sein als solche ohne Schnitte, aber eine syste-
matische Beweissuche und -analyse ist kaum mehr moglich. Gentzen
formulierte seinen Sequenzenkalkiil urspriinglich mit Schnittregel und
bewies dann seinen bertihmten Schnitt-Eliminationssatz, welcher besagt,
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dass beliebige Beweise durch solche ohne Schnitte simuliert werden kon-
nen. Da wir hier direkt die Vollstindigkeit des Sequenzenkalkiils ohne
Schnittregel bewiesen haben, kann man sich diesen (sehr aufwendigen)
Beweis sparen.

4.4 Der Kompaktheitssatz, Axiomatisierbarkeit und Grofie von
Modellen

Der Vollstandigkeitssatz schafft eine Briicke zwischen Syntax und Se-
mantik der Pradikatenlogik und erlaubt es, Eigenschaften der Ablei-
tungsbeziehung und der Konsistenz (also syntaktischer Begriffe) auf die
Folgerungsbeziehung und die Erfiillbarkeit (also semantische Begriffe)
zu libertragen. Die wichtigste Folgerung aus dem Vollsténdigkeitssatz
ist der Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz.

Nach dem (mithilfe des Vollstandigkeitssatzes) sehr einfachen Be-
weis werden wir einige Folgerungen des Kompaktheitssatzes betrachten.
Insbesondere ergeben sich einige Techniken zum Beweis der Nicht-
Axiomatisierbarkeit, die wir in diesem Abschnitt erliutern.

Satz 4.20 (Kompaktheitssatz der Pradikatenlogik). Fiir jede Menge
® C FO(7) und jedes ¢ € FO(1)
(i) ® = ¥ genau dann, wenn eine endliche Teilmenge @y C P existiert,
so dass @y = ¢.

(if) @ ist genau dann erfiillbar, wenn jede endliche Teilmenge von ®
erftillbar ist.

Beweis. Aus der Definition der Ableitungsbeziehung folgen die entspre-
chenden syntaktischen Aussagen unmittelbar:

(i) ® F ¢ genau dann, wenn @y - ¢ fiir eine endliche Teilmenge
Py C .

(if) @ ist genau dann konsistent, wenn jede endliche Teilmenge von &
konsistent ist.

Da nach dem Vollstandigkeitssatz eine Formelmenge genau dann erfiill-
bar ist, wenn sie konsistent ist, und die Folgerungsbeziehung |= mit der
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Ableitungsbeziehung - zusammenfillt, ergeben sich die semantischen
Aussagen des Kompaktheitssatzes. Q.E.D.

In Kapitel 3.1 haben wir gesehen, dass die Klasse aller Korper
mit Charakteristik p durch den Satz Yksrper A Xp endlich axiomatisiert
wird, wobei Pggrper die Konjunktion der Kérperaxiome und ), der Satz
1+.--+1=0ist.

pmal

Fiir Korper der Charakteristik 0 haben wir das unendliche Axio-

mensystem

D) = {¢Porper} U {~xp : p Primzahl}

angegeben. Aus dem Kompaktheitssatz konnen wir nun folgern, dass
jedes Axiomensystem fiir diese Klasse unendlich sein muss.

Satz 4.21. Die Klasse der Korper der Charakteristik 0 ist nicht endlich

axiomatisierbar.

Beweis. Sei ¢ € FO(T,r) ein beliebiger Satz, welcher in allen Kérpern
der Charakteristik 0 gilt; also ®( |= . Aus dem Kompaktheitssatz folgt,
dass es eine Primzahl g gibt, so dass bereits

{¥Korper} U{—xp : p < q,p Primzahl} = ¢.

Also gilt 1 auch in allen Kérpern mit hinreichend groier Charakteristik
und axiomatisiert somit nicht die Kérper der Charakteristik 0.  Q.E.D.

Weitere Uberlegungen, wieder mit Hilfe des Kompaktheitssatzes,
erlauben uns, Aussagen tiber die Existenz von unendlichen und so-
gar beliebig grofien Modellen eines Axiomensystems zu treffen. Dazu
definieren wir zunichst Begriffe, die den Vergleich von Grofien von
Modellen erlauben.

Definition 4.22. Seien A, B zwei Mengen. Wir sagen, dass A mindestens
so michtig wie B ist (kurz: |A| > |B|), wenn eine injektive Funktion
f : B — A existiert. Weiter sagen wir, dass A und B gleich mdchtig sind
(kurz: |A| = |B|), wenn eine bijektive Funktion f : A — B existiert.
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Fiir eine Menge A bezeichnen wir mit Pot(A) := {B: B C A} die
Potenzmenge von A.

Satz 4.23. Keine Menge ist gleich méchtig zu ihrer Potenzmenge.

Beweis. Wir zeigen, dass keine Funktion f : A — Pot(A) surjektiv sein
kann. Zu diesem Zweck betrachten wir fiir ein beliebiges solches f die
Menge By :={a € A:a ¢ f(a)}.

Wir behaupten, dass By nicht im Bild von f ist. Sonst ware f(b) =
By fiir ein b € A. Dies kann aber nicht sein, da dann

be f(b) gdw. b € By gdw. b ¢ f(b).

Die erste Aquivalenz folgt da f(b) = B ¢, die zweite aus der Definition
von By. Q.E.D.

Satz 4.24 (Aufsteigender Satz von Lowenheim-Skolem). Sei ® C FO(71)

eine Satzmenge.

(i) @ besitze beliebig grofse endliche Modelle (d.h. fiir jedes n € IN
gibt es ein Modell 2 = ® mit endlichem 2 und || > n). Dann hat
@ auch ein unendliches Modell.

(ii) P besitze ein unendliches Modell. Dann gibt es zu jeder Menge M
ein Modell © = @ iiber einem Universum D, welches mindestens
so machtig wie M ist.

Beweis. (i) Sei ® := ® U {¢>, : n € N}, wobei

Qon = 3n N\ X #

1<i<j<n

Die Modelle von @O sind gerade die unendlichen Modelle von ®.
Es gentigt zu zeigen, dass jede endliche Teilmenge ®y C O erfiill-
bar ist, denn mit dem Kompaktheitssatz folgt dann, dass auch ®
erftllbar ist. Fiir jedes endliche ®y C © gibt es aber ein ny € IN, so
dass @y C ®U {¢>y : n < ny}. Da nach Voraussetzung @ beliebig
grofie endliche Modelle hat, ist © erfiillbar.
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(il) Sei @ C FO(1) und sei {c;, : m € M} eine Menge von paarweise
verschiedenen Konstantensymbolen, welche nicht zu T gehoren.
Setze

O:=dU{cy #cn:mmn € M,m#n}.

Wir zeigen, dass © erfiillbar ist. Wegen des Kompaktheitssatzes
gentigt es zu zeigen, dass fiir jede endliche Teilmengen My C M
die Formelmenge

Op:=PU{cy #cp:mne My,m #n}

erftillbar ist.

Nach Voraussetzung gibt es ein unendliches Modell B = ®. Da
Mj endlich ist, konnen wir in B paarweise verschiedene Elemente
by, fur alle m € My auswéahlen. Sei 2 die Expansion von ‘B durch
die Konstanten C% := by, fiir m € My. Offensichtlich gilt 2 = ©.
Damit ist gezeigt, dass @ erfiillbar ist. Sei ® ein Modell von ©
mit Universum D. Die Abbildung f : M — D mit f(m) = c5 ist
injektiv, da fir m % n aus M gilt: ® = ¢y # cy. Da ® = O, gilt
insbesondere auch © = .

Q.E.D.

Folgerung 4.25. Die Klasse aller endlichen 7-Strukturen ist nicht FO-
axiomatisierbar.

Ebenso folgt, dass die Klasse aller endlichen Gruppen, die Klasse
aller endlichen Korper, die Klassen aller endlichen Graphen etc. nicht
FO-axiomatisierbar sind.

Wir erinnern daran, dass die Theorie Th(2) einer T-Struktur 2 aus
allen Sétzen ¢ € FO(7) mit 2 = ¢ besteht, und dass zwei Strukturen
2, B elementar dquivalent sind (kurz: 20 = B), wenn sie die gleiche
Theorie haben.

Lemma 4.26. {B : 2l = B} ist die kleinste axiomatisierbare Modellklas-
se, die 2 enthalt.
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Beweis. Offensichtlich ist {8 : 2 = B} = Mod(Th(2l)) und somit
axiomatisierbar. Wenn 2 = ® und B = 2, dann gilt offensichtlich auch
B E ®. Also gilt fiir alle ® C FO(7): Wenn 2 € Mod(®), dann ist
{B:2A =3B} C Mod(P). Q.E.D.

Nach dem Isomorphielemma sind isomorphe Strukturen auch
elementar dquivalent. Die Umkehrung gilt fiir unendliche Strukturen

im Allgemeinen nicht.

Satz 4.27. Sei 2 eine unendliche Struktur. Dann gibt es eine Struktur
B mit A = B, aber 2A ¥ B. Insbesondere ist die Isomorphieklasse
{B : A = B} von A nicht axiomatisierbar in der Pradikatenlogik.

Beweis. Th(2) besitzt ein unendliches Modell, und deshalb nach dem
aufsteigenden Satz von Loéwenheim-Skolem auch ein Modell B, das
mindestens die Machtigkeit der Potenzmenge Pot(A) von A hat. Nach
Satz 4.23 ist B nicht gleich méchtig zu 2 und deshalb insbesondere
auch nicht isomorph zu 2. Da B |= Th(2l) (und Th(2() vollstindig ist),
ist aber B elementar dquivalent zu 2. Also liegt in jeder axiomatisier-
baren Modellklasse, welche 2 enthilt, auch eine zu 2 nicht-isomorphe
Struktur. Q.E.D.

NICHTSTANDARDMODELLE DER ARITHMETIK. Die Arithmetik ist die
Theorie Th(91) der Struktur 91 = (N, +, -,0,1). Ein Nichtstandardmodell
der Arithmetik ist eine Tar-Struktur, die zu 1 zwar elementar dquivalent
aber nicht isomorph ist.

Aus dem aufsteigenden Satz von Léwenheim-Skolem folgt: Es
gibt ein (liberabzdhlbares) Nichtstandardmodell der Arithmetik. Ein
schérferes Resultat liefert der folgende Satz von Skolem.

Satz 4.28 (Skolem). Es gibt ein abzédhlbares Nichtstandardmodell der
Arithmetik.

Beweis. Sei @ := Th(M) U {c # n : n € N}, wobei ¢ ein neues Konstan-
tensymbol ist, 0 :=0und n:=1+4---+1firn > 1.

n-mal
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Jede endliche Teilmenge @y C P besitzt ein Modell % = (N, cgl)
mit hinreichend grofSem c® € N. Also ist nach dem Kompaktheitssatz
@ erfiillbar und hat daher nach dem Satz von Loéwenheim-Skolem sogar
ein abzdhlbares Modell 8. Sei € = B | Tar (das durch Weglassen von
¢® definierte Redukt von 98). Da B = Th(91), ist 9t = €.

Es bleibt zu zeigen, dass kein Isomorphismus 7 : 9 — €
existiert. Fiir jeden solchen Isomorphismus 71 miisste gelten, dass
n(n) = n(n”) = n® fur alle n € N gilt. Da 7 surjektiv ist, gibt
esein k € N, so dass ¢® = (k) = k%. Damit erhalten wir einen Wi-
derspruch: Einerseits gilt B |= ¢ = k, aber andererseits, da die Formel
¢ # k in @ enthalten ist, auch B = ¢ # k. Q.E.D.

Ubung 4.2. Sei 2 ein abzidhlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik,
sei ¢(x,y) die Formel x # y A Jz(x +z = y) und sei (A, <¥) :=
(2, 9%).

(a) Zeigen Sie, dass (2, <*) ein Modell von Th(M, <) ist (also ein
abzéhlbares Nichtstandardmodell der geordneten Arithmetik).

(b) Zeigen sie, dass (4, <Q‘) keine Wohlordnung ist (also eine unendli-
che absteigende Kette enthalt).

(c) Beschreiben Sie die Ordnungsstruktur von (A, <%): Betrachten Sie
die Ordnung (B, <B) mit B =N x {0} UZ x Q% und (a,b) <B
(a’,V"), wenn b < b’ oder wenn b = b’ und a < a’; also informell:
(B, <B) ist zusammengesetzt aus (IN, <) und dahinter abzéhlbar
vielen, dicht hintereinanderliegenden Kopien von (Z, <). Zeigen
Sie, dass es eine Einbettung von (B, <) in (A, <*) gibt.

Ubung 4.3. Zeigen Sie, dass es iiberabzihlbar viele paarweise nicht-
isomorphe abzdhlbare Modelle der Arithmetik gibt.

Hinweis: Sei ¢(x,y) := 3z(x - z = y). Die Primteiler eines Elements
a eines Nichtstandardmodells 2 der Arithmetik seien die Primzahlen
p € N, so dass 2 = ¢[p, a]. Zeigen Sie, dass es zu jeder Menge Q von
Primzahlen ein abzihlbares Nichtstandardmodell 21 der Arithmetik gibt,
welches ein Element a enthilt, dessen Primteiler genau die Elemente

von Q sind.
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WARUM DER KOMPAKTHEITSSATZ SO HEISST. Sei T eine beliebige Signa-
tur und S die Menge aller vollstandigen T-Theorien. Wir definieren eine
Topologie auf S, deren Basis aus den Mengen Oy := {T € S: ¢ € T}
fiir alle Satze ¢ € FO(T) besteht. Man beachte, dass Oy N Op = Oypgp-
Fernerist S\ Oy ={T€S: ¢ ¢ T} ={T€S: ¢ T} =0y

Die Basis der Topologie besteht also aus offen-abgeschlossenen
Mengen. Zudem ist S hausdorffsch, d.h. je zwei verschiedene Punkte
lassen sich durch disjunkte Umgebungen trennen. Zu zwei beliebigen
vollstdndigen Theorien T # T’ gibt es ndmlich einen Satz ¢ mit ¢ €
T,—¢ € T und daher T € Oy, T € O-y und natiirlich Oy N Oy = @.

Die offenen Mengen von S sind die Mengen der Form Uyco Oy,
die abgeschlossenen diejenigen der Form N,c Oy (fiir beliebige Satz-
mengen ® C FO(1)).

Der Kompaktheitssatz besagt nun, dass der topologische Raum
S kompakt ist, d.h. dass jede offene Uberdeckung von S eine endliche
Teiltiberdeckung besitzt. Dies zeigt man wie folgt.

Jede offene Uberdeckung von S kann zu einer Uberdeckung der
Form Uyeo O, verfeinert werden (fiir eine geeignete Satzmenge ® C
FO(1)). Also ist @ = S\ Ugpew Op = Npecd O—p-

Daher lésst sich die Satzmenge {—¢ : ¢ € ®} nicht zu einer
vollstandigen Theorie erweitern und ist somit unerfiillbar. Nach dem
Kompaktheitssatz ist bereits {—¢ : ¢ € @} fiir ein endliches &y € ©
unerfiillbar. Folglich ist S = S\ Nyea, O-9 = Upca, Op-

4.5 Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Das klassische Entscheidungsproblem der mathematischen Logik kann

auf verschiedene, dquivalente Weisen formuliert werden:

Erfiillbarkeit: Man konstruiere einen Algorithmus, welcher zu jeder
vorgelegten Formel der Pradikatenlogik entscheidet, ob sie erftillbar
ist oder nicht.

Giiltigkeit: Man finde einen Algorithmus, welcher zu jeder Formel ¢
der Pradikatenlogik entscheidet, ob sie allgemeingiiltig ist, d.h. ob
jede zu ¢ passende Interpretation ein Modell von 1 ist.
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Beweisbarkeit: Man konstruiere einen Algorithmus, welcher zu jeder
Formel ¢ € FO entscheidet, ob 1 (aus der leeren Hypothesenmen-
ge) ableitbar ist. (Hier wird ein fester, vollstindiger Beweiskalkiil
fur die Pradikatenlogik zugrunde gelegt, z.B. der Sequenzenkal-
kdil).

Die Aquivalenz dieser Probleme ist unmittelbar einsichtig: Eine
Formel ¢ ist genau dann erfiillbar, wenn —¢ nicht allgemeingiiltig
ist, und nach dem Vollstindigkeitssatz ist eine Formel genau dann
allgemeingtiltig, wenn sie ableitbar ist.

Das klassische Entscheidungsproblem wurde zu Beginn des 20ten
Jahrhunderts von Hilbert formuliert und war Teil seines formalistischen
Programms zur Losung der Grundlagenprobleme der Mathematik.
Hilbert und Ackermann schrieben:

Das Entscheidungsproblem ist gelost, wenn man ein Verfah-
ren kennt, das bei einem vorgelegten logischen Ausdruck
durch endlich viele Operationen die Entscheidung tiber die
Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfiillbarkeit erlaubt. (...) Das Ent-
scheidungsproblem muss als das Hauptproblem der mathe-
matischen Logik bezeichnet werden.

D. Hilbert, W. Ackermann: Grundziige der theoretischen Logik,
1. Auflage, Berlin 1928, S. 73ff.

In der Tat hétte eine positive Losung des Entscheidungsproblems
weitreichende Folgen fiir die Mathematik. Man kénnte dann, minde-
stens im Prinzip, zahlreiche offene Probleme der Mathematik (z.B. die
Riemann-Hypothese) durch Anwendung des Entscheidungsalgorith-
mus losen.

Fuir gewisse Teilklassen der Pradikatenlogik konnen solche Entschei-
dungsalgorithmen angegeben werden.

Ubung 4.4. Man konstruiere einen Algorithmus, welcher das Erfiill-
barkeitsproblem fiir Formeln 16st, deren Signatur ausschliefllich aus
monadischen (d.h. einstelligen) Relationssymbolen besteht.

Hinweis: Man zeige, z.B. mit Hilfe des Ehrenfeucht-Fraissé-Spiels,
dass jede erfiillbare Formel mit Quantorenrang m und g monadischen
Relationssymbolen ein Modell mit hochstens 1 - 29 Elementen besitzt.
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Ubung 4.5. Zeigen sie, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir Formeln der
Gestalt Jxy ... 3x,Vy; ... Vys¢ entscheidbar ist, wobei ¢ quantorenfrei
und relational sein soll.

Hinweis: Zeigen Sie, dass jeder erfiillbare Satz dieser Gestalt ein
Modell mit hochstens r Elementen besitzt.

ﬁbung 4.6. Zeigen Sie, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir existentielle
Formeln (mit beliebiger Signatur) entscheidbar ist.

1936/37 haben Church und Turing unabhingig voneinander be-
wiesen, dass das Entscheidungsproblem nicht algorithmisch losbar ist.
Im Gegensatz zur Aussagenlogik ist das Erfiillbarkeitsproblem fiir die
Pradikatenlogik also unentscheidbar.

Wir beweisen die Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik, indem
wir ein bekanntes unentscheidbares Problem, das Postsche Korrespon-
denzproblem, auf das Giiltigkeitsproblem fiir FO reduzieren.

Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP). Unter dem PCP versteht man

das folgende Entscheidungsproblem.

Gegeben: Eine Folge F = (u1,v1),..., (ug, v;) von Wortpaaren mit
u;,v; € {0,1}*

Frage: Gibt es eine Indexfolge iy,...,i so dass u; - --u; = v -+ v;?
(Eine solche Indexfolge nennen wir eine Losung fiir F.)

Es ist bekannt (und wird z.B. in der Vorlesung Berechenbarkeit und

Komplexitit bewiesen), dass es keinen Algorithmus gibt, der das PCP

1ost.
Satz 4.29 (Post). Das PCP ist unentscheidbar.

Wir zeigen, dass man Eingaben fiir das PCP durch einen Redukti-
onsalgorithmus in FO-Formeln transformieren kann, so dass die gegebe-
ne PCP-Eingabe genau dann eine Losung zuldsst, wenn die resultieren-
de FO-Formel allgemeingiiltig ist. Daraus folgt, dass kein Algorithmus
die Giltigkeit von FO-Formeln entscheiden kann. Gébe es ndmlich einen
solchen Entscheidungsalgorithmus, dann konnte man das PCP 16sen,
indem man PCP-Eingaben mit dem Reduktionsalgorithmus auf FO-
Formeln transformiert und dann mit dem Entscheidungsalgorithmus
bestimmt, ob die erhaltene Formel allgemeingiiltig ist.
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Satz 4.30 (Church, Turing). Das Giiltigkeitsproblem (und damit auch
das Erfiillbarkeitsproblem) der Pradikatenlogik ist unentscheidbar.

Beweis. Wir zeigen, dass man zu jeder Eingabe F = (u1,v1), ..., (4, vg)
fiir das PCP effektiv einen FO-Satz i konstruieren kann, so dass gilt:

r ist allgemeingiiltig gdw. es gibt eine Losung fiir F.

Die Signatur T von ¢ besteht aus einem Konstantensymbol c,
einstelligen Funktionssymbolen fy und f; und einem zweistelligen
Relationssymbol P.

In jeder T-Struktur interpretieren wir c als das leere Wort ¢, und
fow (bzw. fiw) als das Wort, das durch Anhédngen von 0 bzw. 1 am
Wortanfang entsteht (also 0w bzw. 1w). So kann jedes Wort w =
wowq - - Wy—1 € {0,1}* durch den Term ty(x) 1= fuwfw, = - fuwn X
reprasentiert werden. Dabei ist garantiert, dass jede T-Struktur fiir jedes
endliche Wort iiber {0,1} ein Element enthélt (im Allgemeinen sind
diese Elemente nattirlich nicht zwingend verschieden). Um, im Fall dass
yr allgemeingiiltig ist, eine Losung der PCP-Instanz zu konstruieren,
werden wir allerdings eine Struktur verwenden, deren Elemente genau
die endlichen {0, 1}-Waorter sind.

P soll entsprechend dieser Zuordnung alle Paare von Wortern
(u,v) enthalten, die mit den Paaren (u;, v;) gebildet werden kénnen.

Die Formel

k

@ = /\ P(tyc, ty,0)
i=1

sagt somit aus, dass jedes vorgegebene Wortpaar (u;,v;) gebildet wer-
den kann.

Die Bedingung folgt dann mit
k
8 :=VaxVy(Pxy — N\ P(tyx, toy)),
i=1

denn ¢ bedeutet, dass, wenn ein Wortpaar (x,y) aus den (u;,v;) gebil-
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detet werden kann, dann auch das Paar (u;x, v;y), das durch Anhingen
an (u;,v;) entsteht.

Die PCP-Instanz besitzt in dieser Darstellung eine Lésung, genau
dann, wenn auf diese Art auch ein Wortpaar (x, x) gebildet werden
kann. Die Losbarkeitsbedingung wird dann durch die Formel

Yr:= (¢ N9) — IxPxx

ausgedriickt.

Nehmen wir zunécht an ¢ sei giiltig. Dann gilt ¢r in jeder zu der
Formel passenden Struktur, insbesondere also in A = (4, ¢, fo, f1,P)
mit

A:={0,1}",
¢ := ¢ (das leere Wort),
fo(w) := Ow fiir alle w € {0,1}",
f1(w) := 1w fiir alle w € {0,1}* und
P:={(u,v): esgibtiy,..., i mit

u=uj--ujund v =v; -0}

Ein Wortpaar (u,v) ist also genau dann in P, wenn u mit derselben
Indexfolge aus den u; aufgebaut werden kann wie v aus den v;. Man
beachte, dass fiir jedes w € {0,1}* der Wert des Grundterms t,¢ in
2 gerade das Wort w selbst ist, d.h. [t,c]® = w. Also gilt A = ¢.
Weiter gilt [t t,c]* = uw fiir alle u,w € {0,1}*. Daher folgt 2 = ¢. Da
A = ¢p, muss auch 2 |= IxPxx gelten. Also gibt es ein Wort z und eine

Indexfolge iy, ..., mitz = u; ---u; = v; ---v;, dh.iy,..., 7 ist eine

1
Losung fir F.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass F eine Losung iy, . . ., i; besitzt.
Zu zeigen ist, dass 2 |= yr fiir jede zu ¢r passende Struktur 2 =
(A, ¢, fo, f1, P). Wir nehmen also an, dass 2 |= ¢ A ¢ (anderenfalls gilt
2 |= r ohnehin) und betrachten die Abbildung h : {0,1}* — A,
welche jedem Wort w € {0,1}* den Wert h(w) := [tyc]* zuordnet.
Insbesondere gilt h(e) = ¢, h(0w) = fo(h(w)) und h(1lw) = f1(h(w)).
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Da & | ¢, gilt (h(u;),h(v;)) € P firi =1,...,k. Wegen 2 = ¢ gilt
furi=1,...,k dass aus (x,y) € P auch (h(u;x),h(v;y)) € P folgt. Per
Induktion schliefen wir, dass (h(uy, - - -u;,), k(v - -v;,)) € P gilt, d.h.
fir die Losung w = u;, - - - u;, = vj, - - - v;, folgt (h(w), h(w)) € P. Damit
ist gezeigt, dass 2 |= JxPxx und somit A |= ¢r. Q.E.D.
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5 Modallogik, temporale Logiken und
monadische Logik

Modale und temporale Logiken sind geeignete logische Systeme, um
Aussagen tiber Transitionssysteme zu formalisieren. Sie bieten ein gutes
Gleichgewicht zwischen verniinftiger Ausdrucksstirke und giinstigen
algorithmischen Eigenschaften. Dies macht sie fiir Anwendungen in
der Informatik sehr interessant.

5.1 Syntax und Semantik der Modallogik

Modallogiken formalisieren Aussagen tiber Transitionssysteme von
einer internen, lokalen Perspektive her. Die Modallogik erweitert die
Aussagenlogik um einstellige Modaloperatoren, mit welchen man aus
einer Formel i neue Formeln der Form (a)¢ bzw. [a]y bildet, fiir alle a
aus einer Menge von Aktionen.

Definition 5.1. Die Menge ML der modallogischen Formeln (mit Ak-
tionen aus A und atomaren Eigenschaften P; fiir i € I) ist induktiv
definiert wie folgt:

¢ Alle aussagenlogischen Formeln mit Aussagenvariablen P; gehtren
zu ML.

* Wenn ¢, ¢ € ML, dann auch ¢, (¢ V @), (¢ A @) und (¢ — ¢).

e Wenn ¢ € ML und a € A, dann gehoren auch (a)y und [a]y zu
ML.

Notation. Wenn nur eine Aktion 4 vorhanden ist, also |A| = 1, dann
schreiben wir ¢ (sprich ,, Diamond ¢* oder ,moglicherweise ¢) und
Oy (sprich ,,Box ¢ “ oder ,notwendigerweise 1) anstelle von (a)y und

[a]y.
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Definition 5.2. Ein Transitionssystem oder eine Kripkestruktur mit Aktio-
nen aus A und atomaren Eigenschaften {P; : i € I} ist eine Struktur

K= (V,(Ed)aca, (Pier)

mit Universum V (dessen Elemente Zustidnde oder Welten genannt
werden), zweistelligen Relationen E; C V x V (a € A) (welche Transi-
tionen zwischen Zustanden beschreiben) und einstelligen Relationen
(Eigenschaften der Zustdnde) P; C V (i € I). Statt (u,v) € E, schreiben
wir oft auch u - v.

Man kann sich ein Transitionssystem als einen Graphen mit be-
schrifteten Knoten und Kanten vorstellen. Die Elemente des Universums
sind Knoten, die einstelligen Relationen entsprechen den Beschriftun-
gen der Knoten und die zweistelligen Relationen den beschrifteten
Kanten.

Definition 5.3. Sei K = (V,(Ea)sca, (Pi)ic;) ein Transitionssystem,
¢ € ML eine Formel und v ein Zustand von K. Die Modellbeziehung
K,v = ¢ (dh. ¢ gilt im Zustand v von K) ist induktiv wie folgt definiert:

(1) K,v[=P; gdw. v € P,

(2) Die Bedeutungen von =, (¢ A ¢), (¥ V ¢) und (¢ — ¢) sind wie
tiblich.

(3) K,v [= (a)ip, wenn ein w existiert mit (v, w) € E; und K, w = ¢.

(4) K,v |= [a]yp, wenn fiir alle w mit (v, w) € E,; gilt, dass K, w = .

Wie schon eingangs erwihnt, haben wir hier im Gegensatz zu FO
eine lokale Sichtweise der Modellbeziehung. Von einem bestimmten
Zustand v ausgehend, wird eine Formel ¢ an diesem v evaluiert. Die
Modaloperatoren (a) und [4] kénnen als eingeschridnkte Varianten der
Quantoren 3 und V (Quantifizierung entlang von Transitionen) gesehen
werden.

Wir konnen auch jeder Formel ¢ und jedem Transitionssystem C
die Extension

[¥1* == {v: K, 0 =y}
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zuordnen, also die Menge der Zustidnde v, an denen ¥ in K gilt. Die
Modellbeziehung ist dann durch folgende Regeln gegeben (welche
nattirlich zu den in Definition 5.3 gegeben Regeln dquivalent sind):

1) [P]* = P.

@ [~y ==V \ [gI*

[y A @l* = [p]* N [g]*

[y v ol* = [y]* U [e]*

[y — oI* == (V\ [¥]*) U [g]*.
©) [a)yI* = {v: vE, N [y]* # O}
@) [la]pl* := {v: 0E, C []*}.

Dabei ist vE; := {w : (v,w) € E;} die Menge aller a-Nachfolger von v.

EINBETTUNG DER MODALLOGIK IN DIE PRADIKATENLOGIK. Formal ist
die Modallogik eine Erweiterung der Aussagenlogik. Oft ist es aber
weitaus zweckmaéfiger, ML in die Pradikatenlogik zu tibersetzen und
sie damit als Fragment von FO aufzufassen. Dies liegt schon deshalb
nahe, weil die Modallogik tiber Transitionssysteme, also Strukturen,
spricht.

Die folgende Ubersetzung zeigt, dass man dabei mit FO-Formeln
auskommt, die nur zwei Variablen x und y (diese allerdings mehrfach

quantifiziert) verwenden.

Definition 5.4. FO?, das Zwei-Variablen-Fragment von FO, ist die Menge
aller relationalen FO-Formeln, welche nur zwei Variablen x und y
enthalten.

Beispiel 5.5. Wir wollen ausdriicken, dass es (in einem gegebenen Transi-
tionssystem) vom aktuellen Zustand x aus einen a-Pfad der Lange 5 zu
einem Zustand gibt, der in der Menge P liegt. In ML wird dies durch
die Formel (a)(a){a)(a){a)P formalisiert. Die naheliegendste Weise,
dieselbe Aussage in FO auszudriicken, fithrt zu der Formel

4

$(x) == 3y1 - Fys(Eaxyr A N\ Eayiyis1 A Pys),
i=1
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welche sechs Variablen verwendet. Wir konnen aber denselben Sachver-
halt auch mit nur zwei Variablen ausdriicken durch die Formel

¢’ (x) := Jy(Exy A Ix(Eyx A Jy(Exy A 3x(Eyx A 3y(Exy A Py))))).

Satz 5.6. Zu jeder Formel ¢ € ML gibt es eine Formel ¢*(x) in FO?, so
dass fiir alle Transitionssysteme K und alle Zustdnde v von K gilt:

K,vEy gdw. K E ¢*(v).

Beweis. Wir geben eine Tabelle an, nach der jede Formel ¢ € ML in-
duktiv in eine Formel ¢*(x) € FO? iibersetzt werden kann. Mit ¢*(y)
sei hier die Formel bezeichnet, die man aus ¢*(x) erhélt indem man
alle (freien und gebundenen) Vorkommen von x durch y ersetzt, und
umgekehrt:

P; — Pix
=t (x)
(Yo@)— (p*(x)o9™(x)) firo € {A,V, =}
() — Jy(Eaxy AY*(y))
[a]y — Vy(Eaxy — ¢"(y)) QE.D.

ERFULLBARKEIT, GULTIGKEIT, AQUIVALENZ. Analog zu Aussagenlogik
und Pradikatenlogik definieren wir: Eine Formel ¢ € ML ist erfiillbar,
wenn ein Transitionssystem K und ein Zustand v von K existiert, so
dass K, v |= ¢. Sie ist giiltig, wenn K, v |= ¢ fiir alle K und alle v. Zwei
Formeln ¢, ¢ sind dquivalent, kurz = ¢, wenn [p]* = [¢]* fiir alle
zu P und ¢ passenden Transitionssysteme /C.

Beispiel 5.7. Fiir alle Formeln ¢ € ML und alle Aktionen a gilt:

(1) (a)y — [a]y ist erfillbar, aber nicht giiltig.

) [a](y — @) = ([alp — [alp) ist gliltig.
(3) |a]y = —{(a)—y (Dualitit von (a) und [a]).

NEGATIONSNORMALFORM. Wie fiir Aussagenlogik und Pradikatenlogik
gibt es auch fiir die Modallogik Normalformen. Niitzlich ist insbeson-
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dere die Negationsnormalform. Jede Formel ¢ € ML ist dquivalent
zu einer Formel, in der die Negation nur auf atomare Eigenschaften
P; angewandt wird. Dies folgt unmittelbar aus den de Morganschen
Gesetzen und der Dualitdt von (a) und [a].

Ubung 5.1. Gilt fiir ML das Analogon des Satzes iiber die Pranex-
Normalform?

5.2 Bisimulation

Einer der wichtigsten Begriffe bei der Analyse von Modallogiken ist
die Bisimulation. Mit ihr wollen wir die Ununterscheidbarkeit von
Kripkestrukturen beziiglich Formeln aus ML untersuchen.

Definition 5.8. Eine Bisimulation zwischen zwei Transitionssystemen
K = (V,(Ed)aca, (Pi)ict) und K' = (V/, (E})aca, (P))ic) ist eine Rela-
tion Z C V x V/, so dass fiir alle (v,7') € Z gilt:
(1) ve P; gdw. v/ € P/ furallei € I.
(2) Hin: Firallea € A, w € V mit v — w existiert ein w' € V/ mit
o' % w' und es ist (w,w') € Z.
Her: Firallea € A, w' € V' mit v/ - w' existiert ein w € V mit
v -2 w und es ist (w,w') € Z.

Beispiel 5.9. Z = {(v,v'), (w1, '), (wp, w')} ist eine Bisimulation zwi-
schen den beiden folgenden Transitionssystemen:
v P
W —y ———

Q wy wy Q p Q

Definition 5.10. Seien K, K’ Kripkestrukturen und u € V, v’ € V'.
(K,u) und (K', ") sind bisimilar (kurz: K,u ~ K',u’), wenn eine Bisi-
mulation Z zwischen K und K’ existiert, so dass (u,u’) € Z.

Das BisIMULATIONSSPIEL. Die Bisimililaritdt zweier Transitionssysteme
kann auch auf spieltheoretische Weise durch ein Bisimulationsspiel
beschrieben werden. Das Spiel wird von zwei Spielern auf zwei Kripke-
strukturen K und K’, auf denen sich je ein Spielstein befindet, gespielt.
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In der Anfangsposition liegen die Steine auf u bzw. 1. Die Spieler
ziehen nun abwechselnd nach folgenden Regeln:

Spieler I bewegt den Stein in K oder K’ entlang einer Transition
zu einem neuem Zustand: von v entlang v -2 w zu w oder von v’
entlang v — w' zu w'. Spielerin II antwortet mit einer entsprechenden
Bewegung in der anderen Struktur: v/ 2w oder v —%5 w. Wenn ein
Spieler nicht ziehen kann, verliert er. D.h. Spieler I verliert, wenn er zu
einem Knoten kommt, von dem keine Transitionen mehr wegfiihren und
Spielerin II verliert, wenn sie nicht mehr mit der entsprechenden Aktion
antworten kann. Am Anfang und nach jedem Zug wird tiberpriift, ob
fiir die aktuelle Position 0,7’ gilt: v € P; gdw. v/ € P! fiir alle i € I.
Wenn nicht, dann hat I gewonnen, ansonsten geht das Spiel weiter. II
gewinnt, wenn sie nie verliert.

Uns interessieren nicht primar einzelne Partien, sondern ob einer
der Spieler eine Gewinnstrategie hat. Wir sagen, II gewinnt das Bisi-
mulationsspiel auf (K, K') von (u,u’) aus, wenn es eine Strategie fiir
II gibt, mit der sie nie verliert, was auch immer I zieht. Eine derartige
Strategie entspricht genau einer Bisimulation. Also gilt:

Lemma 5.11. II gewinnt genau dann das Bisimulationsspiel auf K, K’

von (u,u'), wenn IC,u ~ K, u’.

Wir kénnen die Analyse noch etwas verfeinern, wenn wir die An-
zahl der Ziige in einem Bisimulationsspiel in Betracht ziehen. Wir sagen,
II gewinnt das n-Ztige-Bisimulationsspiel, wenn sie eine Strategie hat,
um n Ziige lang zu spielen ohne zu verlieren. Analog dazu betrachten
wir den Begriff der n-Bisimilaritiit, kurz ~. Es seien K und K’ zwei
Kripkestrukturen mit Zustinden v bzw. v'.

* K,vn~oK',0' gdw. fiirallei € I gilt: v € P; gdw. v’ € P/.
* K0~y K/, v genau dann, wenn:
- Ko~y K0
— fiir alle w mit v %5 w existiert ein @’ mit ¥ —— @' und
K,wn~y, K w'
- fiir alle w’ mit v —% w' existiert ein w mit v —— w und
K,w~y K o'
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Es gilt fiir alle n € IN, dass II genau dann das n-Ziige-Bisimula-
tionsspiel von (v,v') aus gewinnt, wenn K, v ~, K', v’ gilt.

Satz 5.12. Fiir alle Kripkestrukturen K, K’ mit Zustinden v bzw. v’ gilt:
Wenn K,v ~ K/,v/, dann ist K, v ~,, K', v fiir alle n. Die Umkehrung
gilt jedoch nicht: es gibt £,v und K, 7/, so dass K,v ~, K',v’ aber
KoK,

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus den Definitionen.
Fir die zweite Behauptung betrachten wir folgende Kripkestrukturen:

1//0\ 1
f N Fo

N N

n n

K

’. ’ >e @ cennens

K besitzt von v aus fiir jedes n € IN einen Pfad der Lange n. K’/
setzt sich aus K und einem unendlichen Pfad, der von v’ ausgeht,
zusammen. Es ist K,v ~, K',v’ fir alle n € N, aber K,v =~ K', 7.
Spielt ndmlich I entlang des unendlichen Pfades von K’, dann muss I
einen endlichen Pfad in K auswéhlen und auf diesem ziehen. Ist eine
bestimmte Anzahl n von Ziigen vor dem Spiel festgelegt worden, so
kann II immer einen Pfad finden, der ldnger ist als n und somit n Ziige
spielen ohne zu verlieren. Ist keine feste Zugzahl ausgemacht worden,
so verliert II nach endlich vielen Ziigen. Q.E.D.

BISIMULATIONSINVARIANZ VON MODALLOGISCHEN FORMELN. Die grund-
legende Bedeutung von Bisimulationen besteht darin, dass modallogi-
sche Formeln bisimilare Zustdnde nicht unterscheiden konnen. Eine
verfeinerte Analyse zieht auch die Modaltiefe, d.h. die maximale Schach-
telungstiefe von Modaloperatoren in einer Formel, in Betracht.

Definition 5.13. Die Modaltiefe einer Formel ¢ € ML ist induktiv defi-
niert durch:
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(1) md(yp) = O fiir aussagenlogische Formeln 1,

ey md(ﬂP) ( ),

(3) md(¢ o ¢) = max(md (), md(¢)) fir o € {A,V,—},
(4) md((a)y) = ([a} ) =md(y) +1.

Definition 5.14. Seien K und K’ zwei Kripkestrukturen und v €
K, v ek
(1) K,v =pp K, v/, wenn fiir alle ¢ € ML gilt:
K, \:z/J gdw. K, v/ = 9.
2 K,o=fy K, o', wenn fiir alle € ML mit md(y) < n gilt:
Koy gdw. K7 = 9.

Satz 5.15. Fiir Kripkestrukturen K, K’ und u € K, u’ € K' gilt:

(1) Aus K, u ~ K, folgt K, u =\ K',u’;
(2) Aus K, u ~, K/, 0 folgt K, u = K/,

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage, der Beweis der zweiten ist
analog (per Induktion nach ).

Sei Z eine Bisimulation zwischen K und K'. Wir behaupten, dass
fiir alle ¢ € ML gilt:

Koy gdw. K',v' = ¢ fir alle (v,0') € Z.

Wir beweisen dies per Induktion tiber den Formelaufbau von .
Fiur ¢ = P; ist die Behauptung nach Definition einer Bisimulation
erfiillt. Fiir die Félle ¢ = —¢, ¢ = (¢ V) und ¢ = (¢ A 0) ist der
Induktionsschritt offensichtlich: Wenn die Teilformeln von ¢ auf (K, v)
und (K, ¢") denselben Wahrheitswert haben, dann auch ¥ selbst. Sei
¥ = (a)¢. Aus K,v |= (a)¢ folgt K,w = ¢ fiir ein w € K mit v — w.
Nach der Hin-Eigenschaft von Z existiert ein v’ € K’ mit o' % '
und (w,w’) € Z. Nach Induktionsvoraussetzung gilt ', w’ |= ¢, also
K’',v" |= (a)¢. Die Umkehrung folgt analog mit der Her-Eigenschaft.
¢ = [a]¢ brauchen wir wegen der Dualitit (a)¢ = —[a]—¢ nicht zu
betrachten. Q.E.D.

Die Aussage (1) nennt man die Bisimulationsinvarianz der Modallogik:
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Wenn K,v = und K,v ~ K',v/, dann auch K/, v' |= 9.

Die Umkehrung von (1) gilt im Allgemeinen nicht. Um dies einzusehen,
betrachten wir wieder die Kripkestrukturen K, K’ aus dem Beweis von
Satz 5.12. Da K,v ~, K',v' gilt K,v =; K',v fiir alle n € N und
daher K,v =\ K/, 7/, obwohl K,v £ K',v'. Es gibt jedoch wichtige
Spezialfille, in denen die Umkehrung doch gilt.

Definition 5.16. Ein Transitionssystem ist endlich verzweigt, wenn fiir
alle Zustdnde v und alle Aktionen a die Menge vE, := {w : (v,w) € E,;}
der a-Nachfolger von v endlich ist. Insbesondere ist natiirlich jedes
endliche Transitionssystem endlich verzweigt.

Satz 5.17. Seien K, K’ endlich verzweigte Transitionssysteme. Dann gilt
K,u ~ K',u' genau dann, wenn I, u =\ K/, 1’ gilt.

Beweis. Sei K, u =\ K',u'. Wir setzen Z := {(v,v") : K, v =\ K/, 7'}
Dabei folgt sofort aus der Voraussetzung K, u =\, K',u’/, dass (u,u') €
Z. Wir zeigen, dass Z eine Bisimulation zwischen K und K’ ist. Dann
ist IC,u ~ K, u.

* Wenn (v,7') € Z, dann gilt v € P; gdw. v’ € P/, denn sonst wire
K,v = P;und K/, v’ |= —P; (oder umgekehrt).
e Hin: Sei (v,v') € Z, dh. K,v =\ K/, 0/, und v 5 w. Wir setzen

VE;:={7 :v % 2/} und

Xo :={z € V'E; : K,w v K', 2}

Es reicht zu zeigen, dass ein w’ € v'E; \ Xy, existiert, denn dann
ist (w,w') € Z und die Hin-Eigenschaft erfiillt. Dazu wéhlen wir
fiir jedes z/ € Xy eine Formel ¢, € ML, so dass K, w = ¢
aber K',z' = —¢, und setzen ¢ = A{py : 2/ € Xy} Da K’
endlich verzweigt ist, gibt es nur endlich viele z! € Xy, es ist also
@ € ML.Esgilt K, w |= ¢, also K,v |= (a)g. Da K,v =\ K/, v/, ist
auch K, v |= (a) ¢, d.h. es existiert ein w’' € v'E, mit K/, o' |= ¢.
Dann kann aber w’ nicht Element von X, sein, denn dann wire
K',w' = =@y und daher K/, w' | —¢.
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¢ Der Beweis der Her-Eigenschaft verlduft analog mit vertauschten

Rollen von K,v und X/, v’. Q.E.D.

5.3 Abwicklungen und Baummodell-Eigenschaft

Eine Menge von Formeln (irgendeiner Logik, etwa der Modallogik oder
der Pradikatenlogik), welche auf Transitionssystemen interpretiert wird,
hat die Baummodell-Eigenschaft (BME), wenn jede erfiillbare Formel in ®
ein Modell hat, welches ein Baum ist.

Definition 5.18. Ein Transitionssystem K = (V, (Eg)aca, (P)icr) mit
einem ausgezeichneten Knoten w ist ein Baum, wenn

(1) E;NE, = @ fur alle Aktionen a # b,
(2) fiir E = Uyea Ea der Graph (V,E) ein (gerichteter) Baum mit
Wurzel w im Sinn der Graphentheorie ist (siehe auch Kapitel 1.4).

Wir werden zeigen, dass die Modallogik die Baummodell-
Eigenschaft besitzt. Dazu betrachten wir Abwicklungen von Transiti-
onssystemen. Die Abwicklung von K vom Zustand v aus besteht aus
allen Pfaden in K, die bei v beginnen. Dabei wird jeder Pfad als ein sepa-
rates Objekt angesehen, d.h. selbst wenn sich zwei Pfade tiberschneiden,
wird jeder zu einem neuen Zustand in der abgewickelten Struktur 7T,
und jeder Zustand aus K, der auf einem Pfad von v aus erreicht wird,
wird neu zu der Abwicklung hinzugefiigt, unabhédngig davon, ob er
schon einmal erreicht wurde. Schleifen in C entsprechen also unend-
lichen Wegen in der Abwicklung. Formal werden Abwicklungen wie
folgt definiert.

Definition 5.19. Sei K = (VX, (EK),ca, (PX);cr) eine Kripkestruktur

1

und v € VK. Die Abwicklung von K von v aus ist die Kripkestruktur
Tio = (VT (E] Jaca, (P] )ier) mit

i
vT = {0 = vgagv1a1v3 ... V14 _10m : m €N,

vo=uv, v;€ VP, a;€ A, (vi,vi41) € E,’f fiir alle i < m},
E] = {(5,®) € VT x VT : % = taw fiir ein w € V*} und
PiT: {6 =wvgag...om € vT o GPI-K}
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Mit End(7) bezeichnen wir den letzten Knoten auf dem Pfad 4.
Damit ist 5 € P/ gdw. End(?) € PF.

Lemma 5.20. Es gilt C,v ~ Tk 5, 0.

Beweis. Z := {(w, @) € VX x VT : End(@w) = w} ist eine Bisimulation
von K nach T , mit (v,0) € Z. Q.E.D.

Satz 5.21. ML hat die Baummodell-Eigenschaft.

Beweis. Sei 1 eine beliebige erfiillbare Formel aus ML. Es gibt also
ein Modell K,v = . Sei T := T, die Abwicklung von K,v. Da
KC,v ~ T,v gilt nach der Bisimulationsinvarianz der Modallogik auch
T,v = ¢. Also hat ¢ ein Baummodell. Q.E.D.

Dasselbe Argument zeigt, dass jede Klasse von bisimulationsinvari-
anten Formeln die Baummodell-Eigenschaft besitzt.

5.4 Temporale Logiken

ML ist keine besonders ausdrucksstarke Logik. Eine wesentliche Schwié-
che ist, dass der Wahrheitswert einer an einem Zustand v ausgewerteten
Formel nur von einer beschrankten Umgebung von v abhéngen kann.
Zu den wichtigsten Aussagen in einer Reihe von Anwendungen (insbe-
sondere in der Verifikation) gehoren Erreichbarkeitsaussagen (ein , guter”
Zustand wird auf jeden Fall irgendwann erreicht) oder Sicherheitsbe-
dingungen (kein schlechter Zustand ist erreichbar). Erreichbarkeit ist
aber nicht in ML formalisierbar, da jede ML-Formel ¢ vom Zustand,
an dem sie ausgewertet wird, hochstens md(y) viele Schritte weit in
das Transitionssystem ,hineinsehen” kann. Wie wir gesehen haben,
sind Erreichbarkeitsaussagen in Transitionssystemen auch in FO nicht
formalisierbar.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, solche Médngel von Logiken
zu beseitigen, indem Rekursionsmechanismen hinzugeftigt werden. Die
eleganteste Losung sind sogenannte Fixpunktlogiken, welche so definiert
sind, dass kleinste und grofite Fixpunkte von definierbaren monotonen
Operationen wieder definierbar sind. Fixpunktlogiken sind allerdings
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relativ kompliziert und sprengen den Rahmen dieser Vorlesung. Wir
behandeln stattdessen die temporalen Logiken LTL (, linear time tem-
poral logic”) und CTL (,,computation tree logic” oder auch ,branching
time temporal logic”), welche die Modallogik ML erweitern und in der
(Hardware-)Verifikation sehr popular sind.

Syntax und Semantik von LTL

Die temporale Logik LTL wird auf endlichen oder unendlichen Wértern
oder Pfaden ausgewertet, also auf Folgen vgv; ...v,_1 bzw. vgv; ...
mit atomaren Aussagen P;. Die Idee von LTL ist, aussagenlogische
Formeln tiber den atomaren Aussagen P; durch temporale Operatoren
(wie ,next”, ,until”, ,eventually” und ,globally”) zu erweitern.

Definition 5.22 (Syntax von LTL). Die Formeln von LTL sind induktiv
wie folgt definiert:

¢ Alle aussagenlogischen Formeln tiber {P; : i € I} gehoren zu LTL.

e LTL ist abgeschlossen unter den Booleschen Operatoren A, V, —
und —.

e Wenn ¢, ¢ € LTL, dann sind auch die Ausdriicke Xy und (¢ U ¢)
Formeln von LTL.

Die Intuition bei der Modellbeziehung ist folgende: Wie die Mo-
dallogik ML wird auch LTL an einzelnen Punkten ausgewertet. Ob
eine Formel ¢ an einem Punkt v; gilt, kurz W, v; |= ¢, hingt von dem
Teilwort v;v;,1 ... ab, welches bei v; beginnt. Der Ausdruck Xy (,next
1) bedeutet, dass am unmittelbar folgenden Element v;; die Formel ¢
gilt, und der Ausdruck ¥ U ¢ (¢ until ¢”) besagt, dass an irgendeinem
»spateren” Element v, ¢ gilt und davor immer ¢ wahr ist:

4 4 L4 4 ¢
iR Ao Ao ik |

Uj———> Uil ——>0Vjgp- - oo v Up—1——>Upn

Definition 5.23 (Semantik von LTL). Sei W eine endliche oder un-
endliche Folge von Elementen vy ...v,_1 oder vyv; ... und atomaren
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Relationen P; fiir i € I. Die Bedeutung der Formeln P; und der aussa-
genlogischen Junktoren ist auf die tibliche Weise definiert. Auflerdem
gilt:

* W,v; = Xy genau dann, wenn v; nicht das letzte Element von W
istund W, v; 1 = ¢;

* W,v; = (U @), wenn ein n > i existiert, so dass W, v, = ¢ und
W, oy E ¢ fiir alle m mit i < m < n.

Notation. Zwei wichtige Abkiirzungen sind:

Fyp:= (1Uvp) (irgendwann wird ¢ gelten)
Gy := -F-y (immer wird ¢ gelten)
Beispiel 5.24.

¢ In LTL kann man ausdriicken, dass in einem unendlichen Wort
W eine Formel ¢ an unendlichen vielen Positionen gilt. In der Tat
besagt GFg, dass fiir jedes i ein j > i existiert, so dass W, v; = o,
und dies ist genau dann der Fall, wenn ¢ an unendlich vielen
Positionen v; gilt.

¢ Entsprechend gilt die Formel FG-¢ ausgewertet iiber einem un-
endlichen Wort W genau dann, wenn ¢ nur an endlich vielen
Positionen gilt.

¢ Die Formel G(¢ — (¢ U ¢)) besagt, dass zu jeder Position an der ¢
gilt eine spétere Position existiert an der ¢ gilt, und dass zwischen
beiden Positionen immer ¢ gilt.

Wir haben gesehen, dass die Modallogik ML in die Pradikatenlogik
FO eingebettet werden kann. Gilt dies auch fiir LTL? Dies héngt davon
ab, wie wir Worter bzw. Pfade als Strukturen formalisieren; anders
ausgedriickt, ob wir FO-Formeln betrachten, welche die Ordnungsrela-
tion auf den Elementen benutzen, oder ob nur die Nachfolgerrelation
zur Verfligung steht. Stellen wir (endliche oder unendliche) Worter als
Strukturen der Form

W= (V,<, (P)icr)
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mit Universum V = w (die Menge der natiirlichen Zahlen) oder V =
{0,...,n — 1} sowie der iiblichen linearen Ordnung < auf V und mit
einstelligen Relationen P; C V dar, so lasst sich LTL in FO einbetten.

Satz 5.25. Zu jeder LTL-Formel ¢ existiert eine FO-Formel ¢*(x) der
Signatur {<} U{P; : i € I}, so dass fiir alle W, v gilt:

WolkEyp gdw. W E ().

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis der Einbettung von ML in
FO, mit folgenden Anderungen: Formeln der Form ¢ = X¢ werden
tibersetzt in

P*(x):=Fy(x <yA-Fz(x <zAz<y)Ae*(y)),
und Formeln der Form ¢ = (¢ U @) werden iibersetzt in
Pr(x) = Ty(x <y A9 (y) AVz((x <zAz <y) = ¢7(2))).
Q.E.D.

Wenn aber auf dem Universum V statt der Ordnungsrelation < nur
die Nachfolgerrelation E = {(v;,v;) € V x V : j =i+ 1} zur Verfigung
steht, dann kann man mit FO-Formeln nicht alle LTL-Eigenschaften aus-
driicken. Mit Hilfe von Ehrenfeucht-Fraissé-Spielen kann man beweisen,
dass bereits Formeln der Form GFP keine dquivalente FO-Formel ohne
Ordnungsrelation zulassen.

Temporale Logiken auf Transitionssystemen. In vielen Anwendungen wer-
den LTL (und andere temporale Logiken) zur Verifikation von Eigen-
schaften von Transitionssystemen verwendet. Wir betrachten dabei
Transitionssysteme mit nur einer Transitionsrelation, d.h. Strukturen
der Form K = (V,E, (P;);c;) und setzen der Einfachheit halber voraus,
dass E nicht terminiert, d.h. zu jedem u € V existiert ein v, so dass
(u,v) € E. Fiir eine LTL-Formel ¢ sagen wir, dass ¢ am Zustand v von
K gilt, kurz K, v = ¢, wenn ¢ auf allen unendlichen Pfaden durch K,
welche bei v beginnen, gilt.
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Syntax und Semantik von CTL

Eine andere Moglichkeit, Aussagen tiber das mogliche Verhalten eines
Transitionssystem zu machen, fiihrt auf die , branching time logic” CTL.
Die Idee von CTL ist, ML um Pfadquantoren und temporale Operatoren
auf Pfaden zu erweitern.

Definition 5.26 (Syntax von CTL). Die Formeln von CTL sind induktiv
definiert wie folgt.

e Alle aussagenlogischen Formeln tiber {P; : i € I} gehoren zu CTL.

e CTL ist abgeschlossen unter den Booleschen Operatoren A, V, —
und —.

e Wenn ¢, ¢ € CTL, dann sind auch die Ausdriicke EXyp, AXy,
E(p U ¢) und A(p U ¢) Formeln von CTL.

Die Intuition bei der Modellbeziehung ist folgende: Sei K ein
Transitionssystem und v ein Zustand von K. Dann quantifizieren E und
A tiber unendliche Pfade v = vgv1v; ... in K, welche bei v beginnen
und auf denen die temporalen Operatoren dann ausgewertet werden.

Definition 5.27 (Semantik von CTL). Sei K = (V,E, (P;);c) eine Krip-
kestruktur und v € V. Dann gilt:
* EXy := Oy
o AXy :=0y;
e Esgilt K,v = E(p U ¢), wenn ein Pfad vyv10; ... mit v = vy und
ein n > 0 existiert, so dass K, v, = ¢ und K,v,, = ¢ fiir alle m
mit 0 < m < n.
e Esgilt ,v = A(p U @), wenn fiir alle unendlichen Pfade vgv1v; . ..
mit vy = v ein n > 0 existiert, so dass K, v, |= ¢ und K, vy, E ¢
fiir alle m mit 0 < m < n.

Analog zu LTL definieren wir die folgenden abkiirzenden Schreib-
weisen:

EFp :=E(1U¢) (ex. ein Pfad, auf dem irgendwann ¢ gilt)
AFp:=A(1U¢) (auf allen Pfaden gilt irgendwann )
EGy := -AF—¢ (ex. ein Pfad, auf dem immer ¢ gilt)
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AGyY := —EF—¢p (auf allen Pfaden gilt immer )

Beispiel 5.28.

¢ In CTL ist Erreichbarkeit definierbar: EFyp bedeutet, dass ein Zu-
stand erreicht werden kann, an dem  gilt.

e AG—(P A Q) driickt aus, dass sich P und Q in allen erreichbaren
Zustdnden ausschliefien.

¢ AGAFy besagt, dass ¢ unendlich oft auf allen Pfaden gilt.

Diese Beispiele zeigen, dass viele fiir die Verifikation wichtige
Aussagen in CTL formalisierbar sind. Dies allein macht aber noch nicht
die Bedeutung von CTL aus. Wichtig ist, dass CTL andererseits giinstige
modelltheoretische und algorithmische Eigenschaften besitzt. Zunachst
ist CTL (wie ML) invariant unter Bisimulation.

Ubung 5.2. Zeigen Sie, per Induktion iiber den Aufbau von CTL-
Formeln, dass fiir alle ¥ € CTL gilt: Wenn K, v = ¢ und K, v ~ K, 7/,
dann auch K/, v’ |= . Es folgt, dass CTL die Baummodell-Eigenschaft
hat.

CTL-Formeln konnen effizient ausgewertet werden (in linearer Zeit
sowohl beztiglich der Lange der Formel wie der Grofie des Transitions-
systems).

Satz 5.29. Es gibt einen Algorithmus, welcher zu einem gegebenen
endlichen Transitionssystem K und einer Formel ¢y € CTL in Zeit
O(||K|| - [i]) die Extension [¢]* berechnet.

Der Beweis beruht auf darauf, dass Formeln der Form E(¢ U ¢) und
A(p U ¢) mit Hilfe von graphentheoretischen Algorithmen mit linearer
Laufzeit ausgewertet werden kénnen. Weitere wichtige Eigenschaften
von CTL sind:

¢ CTL hat die Endliche-Modell-Eigenschaft.
e das Erfillbarkeitsproblem fiir CTL ist entscheidbar (in exponentiel-
ler Zeit).

Dies kann hier nicht bewiesen werden. Fiir die Behandlung von CTL
und anderen modalen und temporalen Logiken sind insbesondere
automatentheoretische Methoden wichtig.
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Im Gegensatz zu ML kann CTL nicht in FO eingebettet werden (da
z.B. Erreichbarkeit nicht FO-definierbar ist).

5.5 Monadische Logik

Eine wichtige Erweiterung von FO ist MSO, die monadische Logik zweiter
Stufe, welche FO um Quantoren tiber einstellige Relationssymbole (d.h.
Mengenvariablen) erweitert. Aus einer Formel ¢ kénnen neue Formeln
der Form 3X¢ bzw. VX gebildet werden, mit der Bedeutung ,.es gibt
eine Teilmenge X des Universums, so dass ¢ bzw. ,fiir alle Teilmengen
X des Universums gilt ¢”. So driickt z.B. die Formel

VX ((Xs AVyVz(Xy A Eyz — Xz)) — Xt)

aus, dass im Graphen (V, E) ein Pfad von s nach ¢ existiert.

Ubung 5.3. Zeigen Sie, dass jede CTL-Formel in eine &quivalente For-
mel in MSO tibersetzt werden kann.

Well, so long, mister. Thanks for the ride, the three cigarettes
and for not laughing at my theories on life.
John Gatfield, in: The Postman Always Rings Twice
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Symbole

AL Menge aller aussagenlogischen Formeln. 4

— Negation (logischer Junktor), ,nicht”. 4, 53

V Disjunktion (logischer Junktor), ,oder”. 4, 53

A Konjunktion (logischer Junktor), ,,und”. 4, 53

— Implikation (logischer Junktor). 4, 53

T(1) Menge der in der aussagenlogischen Formel ¢ vorkommenden
Aussagenvariablen. 6

[]° Wahrheitswert der Formel ¢ (in AL bzw. FO) unter der Interpre-
tation J (Semantik von ). 6, 52

= (1) Modellbeziehung. Relation zwischen einer Interpretation und

einer Formel oder Formelmenge
(2) Semantische Folgerungsbeziehung. Relation zwischen einer

Formelmenge und einer Formel
7,18, 53,55

(1) logische Aquivalenz von Formeln

(2) elementare Aquivalenz von Strukturen
8,55, 82,124
Y Komplement des Literals Y. 11
= Sequenzpfeil. 31, 93
I Ableitbarkeit aus einer Hypothesenmenge im Sequenzenkalkiil. 33,
97
| f|A ist die Restriktion der Funktion f auf die Menge A. 42
B | ¢ Redukt der Struktur B auf die Signatur o. 42
T(7) Menge aller Terme iiber der Signatur 7. 48
FO(7) Menge aller pradikatenlogischen Formeln mit Signatur 7. 49
3 Existenzquantor. 49, 53
vV Allquantor. 49, 53
[t]° Wert eines Terms (in FO) unter der Interpretation J. 52
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Symbols (glossaries)

[x/a] Ersetzung der Variablen x durch das Element a aus dem Univer-
sum der Struktur 2 in einer Variablenbelegung B oder Interpretati-
on (2, B).53

MC(2, ) Auswertungsspiel fiir die Struktur 2 und die pradikatenlogi-
sche Formel . 65

& Isomorphie von Strukturen. 78

= 71: 2 = B ist ein Isomorphismus von 2l nach 8. 78

1o Identitdtsabbildung der Struktur 2. 78

Aut(2) Automorphismengruppe der Struktur 2. 78

Th(2) Theorie der Struktur 2. 81

qr(¢) Quantorenrang der priadikatenlogischen Formel ¢. 82

= m-Aquivalenz von Strukturen. 83

Loc(2, B) Menge der lokalen Isomorphismen von 2 nach 9. 84

G (2, B) Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel mit m Ziigen auf den Strukturen
2 und B. 84

G(2,B) Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel ohne feste Beschrankung der Anzahl
Ziige auf den Strukturen 2 und B. 85

$H(X) Herbrandstruktur zur Menge ¥ von atomaren FO-Sitzen. 99

2(X) kanonisches Modell der Menge X von atomaren FO-Sétzen. 102

ML Menge aller Formeln der Modallogik. 121

(a) ,moglicherweise”-Operator der Modallogik fiir Kantenrelation E,.
121,123

[4] ,notwendigerweise”-Operator der Modallogik fiir Kantenrelation
E,. 121,123

¢ Diamond- oder , moglicherweise”-Operator der Modallogik. 121

O Box- oder ,notwendigerweise”-Operator der Modallogik. 121

[¢]* Menge aller Zustinde im Transitionssystem K, an denen die
modallogische Formel ¢ gilt (Extension). 122

~ Bisimulation. Relation zwischen zwei Kripkestrukturen mit jeweils
einem ausgezeichneten Knoten. 125

~yu n-Bisimulation. Relation zwischen zwei Kripkestrukturen mit je-
weils einem ausgezeichneten Knoten. 126

md(y) Modaltiefe der modallogischen Formel . 128

=\ modallogische Aquivalenz zwischen Kripkestrukturen mit ausge-
zeichneten Knoten. 128
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Symbols (glossaries)

=}, modallogische Aquivalenz bis Modaltiefe n zwischen Kripkestruk-
turen mit ausgezeichneten Knoten. 128

LTL linear temporal logic. 132

CTL computation tree logic, branching time temporal logic. 132

U ,until“-Operator in LTL und CTL. 132, 135

Fip Abkiirzung fiir (1U ) in temporaler Logik (,,finally”). 133

Gy Abkiirzung fiir -F—1 in temporaler Logik (,,globally”). 133

E Operator in CTL, dquivalent zu §. 135

A Operator in CTL, dquivalent zu (1. 135

MSO monadische Logik zweiter Stufe. 137
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