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3. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Montag, den 10.05., um 12:00 Uhr, online im Moodle-Lernraum.

Ubungen und Teilaufgaben, die mit ® markiert sind, sind freiwillig und geben keine Punkte. Ubungen,
die mit * markiert sind, sind Bonusaufgaben. Der Inhalt aller Aufgaben ist fiir die Klausur relevant.

Aufgabe 1 10 Punkte

Diese Aufgabe ist online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung unter ,eTest 3 zu absolvieren.

Aufgabe 2 3 + 3 Punkte

Eine Klausel C nennen wir tautologisch, wenn sie ein Literal sowohl negiert als auch nicht-negiert
enthilt, d.h., wenn es ein Literal X mit {X, X} C C gibt.

Wir definieren nun eine Variante des Resolutionskalkiils: den bereinigten Resolutionskalkiil. Dabei
werden neu gebildete Resolventen C' bei der Resolution nur behalten, falls

(i) sie nicht tautologisch sind und
(ii) keine der bereits gebildeten Resolventen C’ eine Teilmenge von C ist.

Resolventen, die diese Kriterien nicht erfiillen, werden sofort verworfen. Analog zur Definition aus
der Vorlesung definieren wir fiir jede Klauselmenge K einen bereinigten Resolutionsschritt als

PRes(K) := K U{C | C ist Resolvente zweier Klauseln aus K, wobei
C' nicht tautologisch ist und
keine Klausel ¢’ € K mit C’' C C existiert.}

Durch Iteration dieses Verfahrens ergeben sich wie in der Vorlesung die Mengen
PResy(K) = K,
PRes;11(K) := PRes(PRes;(K)) fiuri €N und
PRes*(K) = U PRes;(K).
€N

Sie diirfen zunachst ohne Beweis annehmen, dass der bereinigte Resolutionskalkiil vollstiandig ist.

(a) Zeigen Sie mit dem Resolutionskalkiil aus der Vorlesung, dass die folgende Folgerungsbeziehung
gilt.
{AVEVD,(D—B)AN=(C—=(DAB))} EAV(EANC)

(b) Zeigen Sie mithilfe der bereinigten Resolution, dass die folgende Klauselmenge erfiillbar ist. Geben
Sie dabei fiir alle Schritte 7 = 1,2, ... deutlich an, welche bereinigten Resolventen neu gebildet
wurden, also (PRes; (K) \ PResy(K)), (PResy(K) \ PRes; (K)), . ...

K = {{_'Av Bv D}v {ﬁBv _'D}a {A}> {_'Ev D}a {C}a {07 _'B}7 {E}}
Hinweis: Achten Sie darauf, sich genau an die Definition von PRes zu halten.

https://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS21
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Aufgabe 3 2 + 7 Punkte

Betrachten Sie den bereinigten Resolutionskalkiil aus der vorherigen Aufgabe. Wir untersuchen nun
die Korrektheit und Vollstindigkeit des Verfahrens.

(a) Zeigen oder widerlegen Sie, dass der bereinigte Resolutionskalkiil korrekt ist.

(b) Beweisen Sie, dass der bereinigte Resolutionskalkiil vollstidndig ist.

Hinweis: Zeigen Sie per Induktion tiber i € N, dass fiir alle nicht-tautologischen ,urspringlichen®
Klauseln C € Res;(K) eine ,bereinigte” Klausel C’ € PRes;(K) mit C’ C C existiert.

Nutzen Sie zur Behandlung von tautologischen Klauseln die Beobachtung, dass fiir eine tauto-
logische Klausel C; O {X, X} die Resolvente C' mit einer beliebigen Klausel Cy immer selbst
tautologisch ist (wenn man nicht iiber X resolviert) oder eine Obermenge von Cy ist,d.h. C' O Cy
(wenn man uber X resolviert).

Aufgabe 4 4 + 3 Punkte

Wir erweitern den Aquivalenzbegriff auf aussagenlogische Formelmengen ®, ¥ C AL, indem wir fest-
legen, dass & = U, wenn fiir jede Interpretation J, die passend fir ® und ¥ ist, J = ® genau dann
gilt, wenn J |= W. Fiir Formeln ¢ € AL schreiben wir ® = ¢ als Kurzschreibweise fiir & = {¢}.
Auflerdem nennen wir die Formelmenge ® C AL abhdngig, wenn es eine Formel ¢ € ® gibt, sodass
@\ {¢} = ¢ (wenn es keine solche Formel gibt, dann ist ® unabhdngig).
Sei ® C AL eine aussagenlogische Formlemenge. Zeigen oder widerlegen Sie folgende Aussagen.

(a) @ ist genau dann abhéngig, wenn bereits eine endliche Teilmenge ®; C ® abhangig ist.

(b) Wenn & = v fiir eine aussagenlogische Formel ¢ € AL, dann gilt bereits &, = 1 fiir eine
endliche Teilmenge &y C .

Aufgabe 5 7 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir Teilmengen der natiirlichen Zahlen, also Elemente aus P(N). Zwei
Mengen A, B C N nennen wir benachbart, wenn man eine der Mengen durch Hinzufiigen eines neuen
Elements in die andere erhalten kann, d.h., wenn A = B U {c} fir ein ¢ ¢ B oder umgekehrt. Zum
Beispiel ist {5,42} benachbart mit {0, 5,42}, es ist aber nicht {4,5} benachbart mit {4,6} und es ist
auch keine Menge mit sich selbst benachbart.

Zeigen Sie mithilfe des Kompaktheitssatzes, dass es moglich ist, alle Teilmengen der natiirlichen
Zahlen in zwei disjunkte Gruppen M U N = P(N) aufzuteilen, sodass keine zwei benachbarten Men-
gen in der gleichen Gruppe sind.

Bemerkung: Um die Forderung aus der Aufgabe besser zu verstehen, konnen Sie sich zunéchst tiber-
legen, wie man die endlichen Teilmengen der natiirlichen Zahlen aufteilen miisste, damit die Bedingung
erfullt ist.
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