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4. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Montag, den 17.05., um 12:00 Uhr, online im Moodle-Lernraum.

Ubungen und Teilaufgaben, die mit ® markiert sind, sind freiwillig und geben keine Punkte. Ubungen,
die mit * markiert sind, sind Bonusaufgaben. Der Inhalt aller Aufgaben ist fiir die Klausur relevant.

Aufgabe 1 10 Punkte

Diese Aufgabe ist online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung unter ,eTest 4“ zu absolvieren.

Aufgabe 2 4 4 4 Punkte
Nutzen Sie den Sequenzenkalkiil der Aussagenlogik, um folgende Aufgaben zu l6sen.
(a) Zeigen Sie, dass die folgende Formel @1 unerfiillbar ist, oder finden Sie ein Modell, falls die Formel

erfullbar ist.
o1 ="(YA-Z)AN(XVY)AN (X = Z))

(b) Zeigen Sie, dass die folgende Formel g eine Tautologie ist, oder finden Sie eine falsifizierende
Interpretation.

w2 =(((AVB)—=C)A(CV B))—(CV-=(C)

Aufgabe 3 3 + 3 Punkte

Eine Schlussregel heiflt korrekt, wenn aus der Gultigkeit der Pramissen die Gultigkeit der Konklusi-
on folgt. Begriinden Sie semantisch, d.h. nicht mittels Ableitungen im Sequenzenkalkiil, ob folgende
Schlussregeln korrekt sind.

Id=A-p T=AY

@ o= A
(b) Fﬁ@bﬁﬁiﬁ,ﬂ%ﬁ F790:>Aa¢)719
I'= A9, -
Aufgabe 4 3+ (1 + 2+ 2) Punkte

Der Junktor <+ ist definiert durch [ <+ 9] = 1 genau dann, wenn [¢]” = [¢]°.

(a) Geben Sie moglichst einfache und sinnvolle Schlussregeln (<> =) und (= <) an, die die Ein-
filhrung von < auf der linken bzw. rechten Seite der Konklusion erlauben.

(b) Betrachten Sie die Schlussregeln (V =) und (= V) aus der Vorlesung.
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Iy=A ry=A (= V): = A 9,0
LyVve=A T T= AV

(V=):

Wir versuchen, die beiden Schlussregeln zu ,vereinheitlichen®, indem wir die neuen Schlussre-
geln (V =) und (= V)’ wie folgt definieren.

L,0=A

( F=Aq¢y T=A%
ryvi=A

= A¢yVvY

(Vv=)" = V)

i) Zeigen Sie, dass die neue Regel (V =)’ nicht korrekt ist.
(i) Zeig g

(ii) Zeigen Sie, dass (= V) korrekt ist. Ist der Sequenzenkalkiil immer noch korrekt, wenn
wir die Benutzung der zusitzlichen Schlussregel (= V)’ erlauben? Bergiinden Sie kurz
Thre Antwort.

(iii) Betrachten Sie die folgende Ableitung im Sequenzenkalkiil mit (= V)'.
(1)

——
@VyX:X X=Y (2)
X=XVY Y =X Y=Y
(=) (= V)
(_>:>)®:>X\/Y,—|X Y=XVY

-X—=Y=XVY

Erklédren Sie kurz, warum es plausibel ist,dass J;: X — 1, Y — Qund J3: X — 0,Y +— 1
trotz der Blitter (1) und (2) keine falsifizierenden Interpretationen fiir die Wurzelsequenz
-X =Y = X VY sind. Welche Eigenschaft miisste die neue Schlussregel (= V)’ haben,
um aus der gegebenen Ableitung direkt schliefen zu kénnen, dass J; und J falsifizierende
Interpretationen waren?

Aufgabe 5 5 Punkte

Gegeben sei eine endliche Menge F = {F},..., F},} von Fliesen mit gefarbten Kanten, wie im fol-
genden Beispiel dargestellt.

Fliese 1 Fliese 2 Fliese 3 Fliese m

Nun sollen in einem quadratischen Raum Fliesen gelegt werden. Dabei sollen die Fliesen aus J unter
Beachtung der folgenden Bedingungen verwendet werden.

+ Von zwei benachbarten Fliesen miissen stets die Farben an der jeweiligen Berithrungskante tiber-
einstimmen.

« Die Fliesen durfen nicht rotiert werden.

« Es stehen beliebig viele Kopien von jeder Fliese F; zur Verfiigung. (Trotzdem gibt es immer nur
m € N, also endlich viele, verschiedene Fliesen.)

« Der Raum hat die endliche Grof3e n X n fiir ein n € N oder er ist unendlich und hat die Grofle
N x N. Im folgenden sind beispielhaft einige Raiume dargestellt.
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Grofle 2 x 2 Groflen X n Grole N x N

Eine Verlegung der Fliesen F in einem Raum gilt als korrekt, wenn die Bedingungen erfiillt sind und
in jeder Zelle (7, j) des Raums eine Fliese liegt. Zum Beispiel ist die dargestellte Verlegung im Raum
der Grofie 2 x 2 korrekt und verwendet zwei Kopien von Fliese m aus dem Beispiel in der unteren
Reihe und jeweils eine Kopie von Fliese 3 und 2 in der oberen Reihe.

Eine korrekte Verlegung der Fliesen F in einem unendlichen Raum R mit R = N x N oder einem
endlichen Raum R = {0,...,n — 1} x {0,...,n — 1} der Grofle n x n fir ein n € N kann formal als
Funktion f: R — JF aufgefasst werden, die jeder Zelle im Raum R eine Fliese aus F zuweist, sodass
horizontal und vertikal benachbarte Fliesen jeweils farblich zusammenpassen, d.h.

right(f(i — 1,7)) = left(f(i,5)) firalle (¢,j) € Rmiti >0 und
top(f(i,7 — 1)) = bot(f(i,j)) furalle (i,7) € Rmitj > 0.

Mit left, right, bot und top sind jeweils die Kantenfarben der Fliesen gemeint. Im oberen Beispiel der
Grofle 2x 2 haben wir also die Verlegung f mit f(0,0) = f(1,0) = F,,, f(0,1) = Fzund f(1,1) = Fs.

Nutzen Sie das Lemma von Koénig, um die folgende Aussage zu zeigen: Wenn es fiir eine endliche
Menge F := {F1, ..., F},,} von gefarbten Fliesen moglich ist, fiir jedes n € N eine korrekte Verlegung
im endlichen Raum der Groflie n x n zu finden, dann gibt es auch eine korrekte Verlegung der Fliesen
F im unendlichen Raum der Grofie N x N.

Hinweis: Konstruieren Sie fiir das Lemma von Konig zunéchst einen Baum, dessen Wurzel die leere
Verlegung der Fliesen 7 im Raum der Grofie 0 x 0 ist.
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