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5. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Montag, den 31.05. (nicht am 24.05.), um 12:00 Uhr, online im Moodle-Lernraum.

Ubungen und Teilaufgaben, die mit ® markiert sind, sind freiwillig und geben keine Punkte. Ubungen,
die mit * markiert sind, sind Bonusaufgaben. Der Inhalt aller Aufgaben ist fiir die Klausur relevant.

Aufgabe 1 10 Punkte

Diese Aufgabe ist online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung unter ,eTest 5° zu absolvieren.

Aufgabe 2 3 + 3 + 4" Punkte

In den folgenden Teilaufgaben ist jeweils eine Struktur 24 = (A, 7) gegeben und einige Teilmengen
B C A des Universums der jeweiligen Struktur. Beantworten Sie fiir jede dieser Teilmengen, ob es
eine Substruktur von 2 iiber dem Universum B gibt. Wenn nicht, dann geben Sie mit Begriindung die
kleinste Substruktur von 2 an, die B enthilt. Die Symbole +, — und - sowie U und N haben die tibliche
Bedeutung in den jeweiligen Strukturen.

(a) Betrachten Sie die Struktur R := (R, +, —, -) mit den Teilmengen

() N=1{0,1,2,...}
(i) 2Z2={2-2|2€7Z}

(die Menge der natiirlichen Zahlen) und
(die Menge der geraden Zahlen).

(b) Betrachten Sie die Struktur 9 = (Q, 4+, —, -, ~!), wobei ~! das multiplikative Inverse

firq e Q

q_l _ {0 falls ¢ = 0 und

1/q sonst
ist, mit den Teilmengen
(i {1} wund
(i) {0).
(c)* Betrachten Sie die Struktur B := (P(N),U,N, ), wobei das Komplement
A=N\A4 fur A € P(N)
ist, mit den Teilmengen

(i) {A CN| Aistendlich} und
(ii) {A C N| A und A sind beide unendlich}.

Erkldrung der Aufgabenstellung: Sie sollen zum Beispiel in Aufgabenteil (b) (i) zuerst beantworten,
ob es eine Substruktur von Q tber dem Universum {1} gibt, und wenn nicht, dann sollen Sie mit
Begriindung die kleinste Substruktur von £ angeben, die {1} enthalt.
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Aufgabe 3 5+ 3 + 2 Punkte

Wir formalisieren Bdume iiber der Signatur 7 := {E, 7} mit einem zweistelligen Relationssymbol E
fir die Kanten und einem Konstantensymbol r fiir die Wurzel. Die Kanten sind dabei stets ,von der
Whurzel weg* gerichtet. Im folgenden ist ein Beispielbaum 7 = (V, E7 7)) dargestellt.

NG

@
N o s

Im Beispielbaum 7 sind die Knoten V := {v; | i € {0,...,5}} und die Wurzel 7 := vy. Die Pfeile
stellen die gerichteten Kanten dar, also ist beispielsweise (ve, v4) € ET, aber es gibt keine Riickkante,
dh. (vg,v0) ¢ E7.

(a) Beschreiben Sie in Worten, was die folgenden FO({ E, r})-Satze jeweils fiir Biume (wie oben
formalisiert) ausdriicken. Gelten sie im Beispielbaum 7, d.h., gilt 7 |= ¢; fur ¢ € {1,2}?

(i) 1 = VaVyVz—(Erz A Exy A\ Eyz)
(i) ¥o = VavVy (Fxy; — Jy2(Ezys Ay1 # y2a AVz(Exz = (2 =y1 V 2 = 142))))

Hinweis: Bitte driicken Sie die Aussagen der FO-Satze jeweils moglichst geschickt in Worten aus,
beispielsweise unter Verwendung von bekannten graphentheoretischen Begriffen. Vermeiden
Sie insbesondere, die FO-Sitze ,wortlich® zu iibersetzen.

(b) Betrachten Sie den folgenden FO({E, r})-Satz ¥, fiir n > 0. Beschreiben Sie in Worten, was 9,
in Abhéngigkeit von n fir Baume ausdriickt. Fir welche n > 0 gilt im Beispielbaum 7 = 9,,?

n—1
Y, = dxy ... dxp (Emcl A /\ Eaci:cHl)
i=1

(c) Geben Sie eine Formel ¢(x) € FO({E}) an, die genau die Wurzel von Baumen beschreibt, ohne
das Symbol  zu verwenden, d.h,, fiir alle Baume 7 = (V, E7,+7) und Knoten v € V soll das
Redukt 77 = (V, ET) genau dann ¢ (v) erfiillen, wenn v die Wurzel ist, also wenn 17 = v.

Aufgabe 4 241+ 2+ 4+ 3 Punkte

Wir betrachten die Struktur 20 := ({0, 1}*, 0,~) der endlichen Worter iiber dem biniren Alphabet
Y := {0,1}. Dabei ist o die Konkatenation a o b := ab zweier Worter a,b € {0,1}* und ~ die
Relation, die besagt, dass zwei Worter die gleiche Lange haben, d.h. es gilt a ~ b genau dann, wenn
|a] = |b|, wobei mit |e| jeweils die Linge eines Wortes bezeichnet wird.

Geben Sie FO({o, ~})-Formeln an, die die folgenden Sachverhalte fiir Worter in der Struktur 20
beschreiben. Achten Sie dabei besonders auf die freien Variablen in Thren Formeln und erklaren Sie
jeweils kurz die Idee jeder Formel.

(@) a = ¢, d.h,, a ist das leere Wort.
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(i) Dricken Sie a = ¢ aus, ohne ~ zu benutzen, d.h. mit einer FO({o})-Formel.

}
(i) Driicken Sie a = ¢ aus, ohne o zu benutzen, d.h. mit einer FO({~})-Formel.
(b) a ist ein Prafix von b.
(c) @ hat ungerade Lange.
(d) a hat hochstens Lange n fiir ein festes n € N.

(e) |a] mod 7=5.

Hinweis: Sie diirfen Hilfsformeln definieren und Formeln aus den vorherigen Teilaufgaben verwen-
den, auch wenn Sie die entsprechende Teilaufgabe nicht bearbeitet haben.

Aufgabe 5* 6* Punkte

Wir nennen eine Satzmenge ¥ C FO(7) robust, wenn jede 7-Struktur maximal einen Satz aus ¥
verletzt, das heif3t, fiir alle 7-Strukturen 2 mit 2 = W gilt 2 [~ ¢ nur fiir genau ein ¢ € W.

Zeigen Sie, dass es fur jede unendliche Satzmenge ® C FO(7) mit einer abz&hlbaren Signatur 7 eine
robuste Satzmenge ¥ C FO(7) mit Mod(®) = Mod (V) gibt, d.h., die robuste Satzmenge ¥ besitzt
genau die gleiche Modellklasse wie ®.
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