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8. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Montag, den 21.06., um 12:00 Uhr, online im Moodle-Lernraum.

Ubungen und Teilaufgaben, die mit ® markiert sind, sind freiwillig und geben keine Punkte. Ubungen,
die mit * markiert sind, sind Bonusaufgaben. Der Inhalt aller Aufgaben ist fiir die Klausur relevant.

Aufgabe 1 10 Punkte

Diese Aufgabe ist online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung unter ,eTest 8 zu absolvieren.

Aufgabe 2 7 Punkte

Eine vollstandige Erweiterung T C FO(7) einer Theorie T' C FO(7) ist eine vollstindige Theorie, die
T enthilt, das heifit, 7" ist vollstindig und 7" C T". Ein Axiomensystem einer Theorie T' C FO(7) ist
eine Satzmenge ® C FO(7) mit Mod(®) = Mod(T').

Sind die folgenden Theorien vollstandig? Beweisen Sie jeweils, dass die Theorie vollstiandig ist, oder
widerlegen Sie die Vollstindigkeit der Theorie, indem Sie zwei verschiedene vollstindige Erweiterun-
gen angeben.

Bemerkung: Da die vollstindigen Erweiterungen immer unendlich sind, kénnen Sie sie nicht explizit
aufschreiben. Nutzen Sie daher eine geeignete Schreibweise. Insbesondere geniigt es, wenn Sie fiir die
vollstindigen Erweiterungen jeweils (endliche) Axiomensysteme angeben.

(a) die Theorie der zu (N, -, <) elementar dquivalenten Strukturen
(b) die Theorie von (C,0,1,+,-)
(c) die Theorie der Cliquen G = (V, F) mit

(i) endlich vielen Elementen

(ii) unendlich vielen Elementen

Hinweis: Eine Clique ist ein ungerichteter Graph, in dem alle Knotenpaare jeweils durch eine
Kante direkt miteinander verbunden sind.

(d) die Theorie der zu (Z, <) isomorphen Strukturen

Aufgabe 3 1+ 5 + 3 Punkte
Betrachten Sie die Theorie 7' C FO({<}) der dichten linearen Ordnungen mit unendlich vielen Ele-
menten. Die Formelmenge
¢ = {Vz(—z < x),

VaVyVz((x < y Ay < z) =z < 2),

VaVyle <yVe=yVy<x),

VaVy(z <y — Jz(z <z Az <y)),

Jady(e #y)} S FO({<})

https://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS21


https://moodle.rwth-aachen.de/course/view.php?id=13478
https://moodle.rwth-aachen.de/course/view.php?id=13478
https://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo-SS21

ist ein endliches Axiomensystem von 7, denn aus der Dichtheit und der Existenz mindestens zweier
Elemente folgt sofort, dass es unendlich viele Elemente geben muss.

Eine lineare Ordnung mit Endpunkten ist eine lineare Ordnung, die sowohl ein Minimum als auch
ein Maximum besitzt.

(a) Geben Sie zwei dichte lineare Ordnungen 2 und 8 mit Endpunkten und unendlich vielen Ele-
menten an, die nicht isomorph zueinander sind.

(b) Zeigen Sie, dass die Theorie T der dichten linearen Ordnungen mit Endpunkten und unendlich
vielen Elementen vollstindig ist.

(c) Geben Sie fiir jede vollstandige Erweiterung der Theorie der dichten linearen Ordnungen mit
unendlich vielen Elementen 7" jeweils ein endliches Axiomensystem an. Wieviele verschiedene
vollstandige Erweiterungen von 7" gibt es?

Hinweis: Nutzen Sie ® aus der Aufgabenstellung aus. Sie brauchen nicht zu beweisen, dass Ihre
Axiomensysteme korrekt sind, also dass sie tatsdchlich jeweils eine vollstindige Erweiterung
von T' axiomatisieren.

Aufgabe 4 10 Punkte

Geben Sie fiir die folgenden Paare von Strukturen 2l und B jeweils das kleinste m € N an, sodass
2 #,, B und beschreiben Sie eine Gewinnstrategie des Herausforderers im Spiel G,,, (2, B) sowie
eine Gewinnstrategie firr die Duplikatorin im Spiel G,,,—1 (2, B).

(a) die gerichteten Graphen 2l := (A, E*) und B := (B, E?) mit
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(b) A = (P(Z),C) und B == (P({0,1}),C)
Dabei ist P(Z) die Potenzmenge von Z und P ({0, 1}) die Potenzmenge von {0, 1}. Die Relation
C ist in beiden Strukturen jeweils die tibliche Teilmengenbeziehung.

(c) A:=(N,M)und B = (Z, M), wobei M jeweils der Graph der Multiplikation ist

Geben Sie nur hier in Aufgabenteil (c) anstatt einer Gewinnstrategie des Herausforderers in
Gm (2L, B) einen trennenden Satz ¢ fiir 2 und B mit Quantorenrang m an. Vergessen Sie nicht,
dass Sie trotzdem die Gewinnstrategie der Duplikatorin in G,,,_1 (2, B) angeben miissen.
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Aufgabe 5 4 Punkte

Zeigen Sie, dass die Klasse IC der ungerichteten Graphen G = (V, E), deren Knoten alle einen end-
lichen Grad haben, nicht FO-axiomatisierbar ist. Dabei ist der Grad deg(v) eines Knotens v € V die
Anzahl seiner direkten Nachbarn, das heif3t

deg(v) = [{w € V | v hat eine Kante zu w}| firve V.

Nutzen Sie fiir Thren Beweis die Aussage aus Aufgabe 3 im Tutorium.
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