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10. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Montag, den 05.07., um 12:00 Uhr, online im Moodle-Lernraum.

Ubungen und Teilaufgaben, die mit ® markiert sind, sind freiwillig und geben keine Punkte. Ubungen,
die mit * markiert sind, sind Bonusaufgaben. Der Inhalt aller Aufgaben ist fiir die Klausur relevant.

Aufgabe 1 10 Punkte

Diese Aufgabe ist online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung unter ,eTest 10“ zu absolvieren.

Aufgabe 2 10 Punkte

Sei 7 := {cg, c1, f, R}, wobei ¢y und ¢; Konstantensymbole sind, f ein einstelliges Funktionssymbol
sowie R ein einstelliges Relationssymbol. Wir betrachten die folgende Menge 1" von atomaren Satzen:

T == {feco = fec1, f'co = c1, Reo, Rf?co}

Die folgende Abbildung stellt die Herbrandstruktur $(7") mit den Elementen {co, fco, ..., c1, fc1,...}
und der Funktion f9(T) grafisch dar. Die Relation R™(T) fehlt in der Abbildung.

f f f

Co l—f> feo l—f> f?cy ——> f3cg ——> fleg ——> -
f f f

c1 l—f> fer —— f2c; —— f3c; —— fle] —— - -

(a) Geben Sie an, welche Elemente in RYT) sind.
(b) Gilt H(T') = T? Begriinden Sie Thre Antwort.

(c) Geben Sie die kleinste Menge . an, die unter Substitution abgeschlossen ist und 7" enthalt. Be-
griinden Sie dabei insbesondere, warum die von Thnen angegebene Menge minimal ist. Sie miis-
sen den Abschluss unter Substitution nicht formal beweisen.

(d) Gilt H(T") = H(X)? Begriinden Sie kurz Thre Antwort.

(e) Sei ~ die durch ¥ induzierte Kongruenzrelation auf der Herbrandstruktur $)(X). Geben Sie das
kanonische Modell (%) := (9(X)/~) von X explizit an.

Hinweis: Das kanonische Modell 2(X) ist endlich. Sie konnen es wie oben grafisch darstellen (R
nicht vergessen!) oder Elemente, Funktionen und Relationen explizit aufzahlen.

Aufgabe 3 8 Punkte
Sei A = (A, 7) eine beliebige 7-Struktur. Analog zur Theorie Th(2) = {¢ € FO(7) | A = ¢}

definieren wir das Komplement
Th(2A) = { € FO(7) | A} 9}
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(a) Zeigen Sie, dass die Mengen Th(2() und Th(2l) die Eigenschaften (1) bis (4) von Hintikka-
Mengen (unter Lemma 4.16 im Skript) erfiillen.

(b) Geben Sie eine sinnvolle Variante der Eigenschaft (4) fiir den Junktor A (die Konjunktion) an.
Die Mengen Th(2l) und Th(2l) sollten auch diese Eigenschaft erfiillen, das brauchen Sie aber
nicht zu beweisen.

(c) Geben Sie analog dazu eine sinnvolle Eigenschaft fiir den Junktor — (Implikation) an und zeigen
Sie, dass die Mengen Th(2() und Th(2l) diese Eigenschaft erfiillen.

(d) Sei A := (R, (cq)geq; +, -, <), wobei +, - und < wie iiblich interpretiert sind und alle ¢, fiir
q € Q Konstantensymbole fiir die jeweilige rationale Zahl mit der Interpretation cg‘ = ¢ sind.

Zeigen Sie, dass Th(2l) und Th(21) nicht die Eigenschaft (5) von Hintikka-Mengen erfiillen.

Aufgabe 4 10 Punkte

Sei K eine beliebige Klasse von 7-Strukturen, die endlich axiomatisierbar ist und & C FO(7) ein
beliebiges (moglicherweise unendliches) Axiomensystem fiir K, das bedeutet, es gilt £ = Mod(®P).
Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Sei K’ eine Klasse von 7-Strukturen mit K C K'. Dann ist K’ FO-axiomatisierbar.
(b) Sei K’ eine Klasse von 7-Strukturen mit K’ C K. Dann ist K’ endlich axiomatisierbar.
(c) Es gibt einen Satz 1) € ®, der bereits K axiomatisiert, das heif3t, K = Mod(v)) fiir ein ¢) € P.

(d) Wir konnen einen Satz 1) € FO(7) als Konjunktion von Sétzen in ® bilden, der K axiomatisiert,
das heif3t, K = Mod(v)) fiir ein ¢p .= A ¥ € FO(7), wobei ¥ C @ eine Teilmenge von @ ist.

(e) Das Komplement K von K ist endlich axiomatisierbar.

Dabei ist das Komplement K definiert als die Klasse aller 7-Strukturen, die nicht in K sind.
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