8. Gruppeniibung, Mathematische Logik, SS 2021

Aufgabe 1

Eine vollstindige Erweiterung T' C FO(7) einer Theorie T C FO(7) ist eine
vollstandige Theorie, die T enthalt, das heifit, T" ist vollstandigund T C T.

Ein Axiomensystem einer Theorie T C FO(7) ist eine Satzmenge ¢ C FO(7)
mit Mod(®) = Mod(T).

(a) Zeigen Sie, dass eine Theorie T C FO(7) genau dann vollstandig ist,
wenn T = Th(2l) fiir eine 7-Struktur A gilt.

(b) Zeigen oder widerlegen Sie, dass jede Theorie T C FO(7) mindestens
eine vollstandige Erweiterung T’ C FO(7) besitzt.

(c) Betrachten Sie die Theorie T der ungerichteten Graphen G = (V, E) mit
héchstens 2 Knoten, also |V| < 2.

(i) Geben Sie ein Axiomensystem ® fiir T an.
(ii) Sind die folgenden Satze in 77

« Vx(x = x)

« Ix(x # x)

« Ixdy(Exy)

« =dxdy(Exy)

« Ixdy(—Exy)

(iii) Geben Sie alle vollstandigen Erweiterungen von T an. Bestimmen Sie
auch fur jede vollstandige Erweiterung ein endliches Axiomensystem.

(d) Gibt es eine endliche Theorie T C FO(7)?

Aufgabe 2

Betrachten Sie Strukturen A := (X3, =¥, C*) und B = (I}, <%, C®) tber
der Signatur 7 = {=<, C}. Dabei sind ¥, := {0,1} und £33 := {0, ...,9}, das
zweistellige Relationssymbol < steht jeweils fiir die Prdfixrelation auf beiden
Strukturen, also

<% :={(a,b) €L} x L5 | b= acfireinc € ¥}} und
<% :={(a,b) € Xi, x £}, | b= acfiirein c € ¥},},



8. Gruppeniibung, Mathematische Logik, SS 2021

und das dreistellige Relationssymbol C steht jeweils fiir den Graphen der Kon-
katenation, also

C* = {(a,b,c) € (¥3)}|aob=1c} und
C®:={(a,b,c) € () |aob=c}.

Zeigen Sie, dass 2l = ‘B oder geben sie andernfalls das kleinste m € N an,
sodass 2l #,, ‘B und geben Sie zusatzlich einen trennenden Satz mit Quanto-
renrang m, eine Gewinnstrategie fiir den Herausforderer im Spiel G,,(2, *B)
sowie eine Gewinnstrategie fiir die Duplikatorin im Spiel G,,_1(2, B) an.

Andert sich die Situation, wenn wir die beiden Relationen entfernen, also
auf den {@}-Redukten 2’ und B’ von 2 und B spielen? Welcher Spieler profi-
tiert im Allgemeinen davon, wenn Relationen entfernt werden? Wer profitiert,
wenn Relationen hinzugefiigt werden?

Aufgabe 3

Beweisen Sie die folgende Aussage: Sei K eine Klasse von 7-Strukturen. Wenn
es eine 7-Struktur B ¢ IC gibt, sodass fur alle m € N eine 7-Struktur 2, € K
mit A, =, B existiert, dann ist K nicht FO-axiomatisierbar.

Gilt die Aussage auch, wenn wir stattdessen B € K und 2,, ¢ K fur al-
le m € N voraussetzen? Lasst sich dann immer noch etwas uber die FO-
Axiomatisierbarkeit von K schlieflen?



