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2. Ubungsblatt Mathematische Logik

Abgabe: bis Dienstag, den 25. April um 18:00 Uhr online im Moodle-Lernraum.

Ubungen und Teilaufgaben, die mit ® markiert sind, sind freiwillig, sie werden nicht korrigiert und
geben keine Punkte. Ubungen, die mit * markiert sind, sind Bonusaufgaben. Der Inhalt aller Aufgaben
ist fiir die Klausur relevant.

Aufgabe 1 (eTest-Erinnerung) 10 eTest-Punkte

Diese Aufgabe ist online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung unter ,eTest 2“ zu absolvieren.

Aufgabe 2 2+ 4 = 6 Punkte
Eine Boolesche Funktion f: {0,1}" — {0, 1} ist selbstdual, wenn

—f(at,...,an) = f(ma1,...,-ay)
fur alle aq, ..., an € {0, 1} gilt. Dabei ist —=: {0,1} — {0,1},z — (1 — x) die Negationsfunktion.

(a) Zeigen Sie, dass die Verkettung selbstdualer Boolescher Funktionen wieder selbstdual ist, also
dass die Funktion ~: {0,1}" — {0,1} mit

hzy, .. xn) = g(fi(x1,. .y 2n), ooy fm(21, .. 2y))  firalle (z1,...,2,) € {0,1}"

selbstdual ist, wenn die Funktionen g: {0,1}"™ — {0,1} und f,..., f;n: {0,1}" — {0, 1} alle
selbstdual sind.

(b) Sind die folgenden Mengen funktional vollstindig? Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.
(i) {—, majority}, wobei majority: {0,1}3 — {0, 1} definiert ist mit

majority(z1,z2,23) = 1 genaudann, wenn |[{i € {1,2,3} |x; =1}| > 2.
(i) {+,1}, wobei -4 analog zu Blatt 1 definiert ist als

#4:{0,1}> - {0,1}, 2z Ay:=min{z,1 -y}, alsozAy=-(z—7y).

Aufgabe 3 6 + 3 = 9 Punkte

(a) Zeigen oder widerlegen Sie jeweils, dass die folgenden Formeln dquivalent zu einer Horn-Formel
sind.

i) ¢i =(AeDB)aC
(i) @i == (A— B)V (~DA-EA(=AVB)A(CVEV F))
(iii) @i = (AVBVCVDVEVF)A((B&C)« (D& E))A(B— D)

Hinweis: Nutzen Sie bei Bedarf die Ergebnisse und Methoden aus Tutoriumsaufgabe 2.


https://moodle.rwth-aachen.de/course/view.php?id=32062
https://moodle.rwth-aachen.de/course/view.php?id=32062

(b) Wir betrachten die folgenden drei Interpretationen.

J1110: A — 1,B — 1,0 —1,D—0
30111: A O,B — 1,0*—) 1,D — 1
301012 A O,B — 1,C+—> O,D — 1

Geben Sie eine Horn-Formel ¢(A, B, C, D) an, sodass die drei angegebenen Interpretationen ¢
erfiillen, aber ¢ moglichst wenige Modelle iiber den Variablen 7 = {A, B, C, D} hat. Wieviele
Modelle iiber 7 hat Thre Formel insgesamt? Begriinden Sie, warum keine Horn-Formel weniger
Modelle iiber 7 haben kann.

Hinweis: Bestimmen Sie zuerst, welche Modelle Thre Formel mindestens haben muss und kon-
struieren Sie danach eine geeignete Horn-Formel.

Aufgabe 4 5 Punkte

Gegeben sei die Formel
Yi=(TA-S)V(QASA-P)V-UVUATA-Q)
V(SAUANT A-P)V (UAN-T)V (UANP)V(TAR).

Verwenden Sie den Markierungsalgorithmus aus der Vorlesung, um zu beantworten, ob 1) eine Tauto-
logie ist. Geben Sie dabei fiir jeden Schritt die Menge der markierten Variablen an.

Aufgabe 5° keine Punkte

Seien @, 9,9 € AL und ®,¥, 0, &y, Py,... C AL aussagenlogische Formeln bzw. Formelmengen.
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen.

(a) Wenn @ = ¥, dann gilt ¥ = o
(i) fur alle ¥ C & beziehungsweise
(ii) fur alle ¥ O ®.
(b) Es gilt ® = 1) oder ¢ = ).
(c) Wenn ¢ = 1 und ¥ |= ¥, dann gilt ¢ = 0.
(d) Wenn @ |= 1) und © = ¢, dann gilt (P N O) | 9.

(e) Wenn &y O &1 O ... und ®; |= ¢ fiir alle i € N, dann gilt (), ®; = .

Aufgabe 6* 3 + 3 = 6" Punkte

Eine zweistellige Boolesche Funktion f: {0,1}? — {0,1} ist symmetrisch, wenn f(z,y) = f(y, )
fur alle z,y € {0, 1} und echt zweistellig, wenn keines der Argument weggelassen werden kann, d.h.,
wenn es keine einstellige Boolesche Funktion ¢g: {0,1} — {0, 1} gibt, sodass f(z,y) = g(z) fur
alle z,y € {0,1} oder f(z,y) = g(y) fur alle x,y € {0,1}. Beispielsweise sind die Nullfunktion
f(z,y) = 0 und die Negation von z, f(z,y) = 1 — x, nicht echt zweistellig.

(a) Zeigen Sie: Wenn f, g, h drei paarweise verschiedene, symmetrische, echt zweistellige Boolesche
Funktionen sind, dann ist {0, 1, f, g, h} funktional vollstandig.



(b) Geben Sie zwei verschiedene, symmetrische, echt zweistellige Boolesche Funktionen f und g
an, sodass {0, 1, f, g} nicht funktional vollstdndig ist und {0, 1, f, g} nicht {0, 1, V, A} aus dem
Tutorium entspricht, also nicht f = V und g = A oder andersherum.

Begriinden Sie, dass {0, 1, f, g} nicht funktional vollstandig ist, indem Sie prézise eine Eigen-
schaft definieren, die im Sinne von Aufgabe 2 (a) bzw. Aufgabe 1 (a) aus dem Tutorium unter
Verkettung abgeschlossen ist und von allen aus {0, 1, f, g} gebildeten Funktionen erfiillt wird,
aber nicht von allen Booleschen Funktionen erfillt wird.

Hinweis: Bitte beschreiben Sie nur die Eigenschaft, Sie miissen danach nichts dazu beweisen.
Insbesondere miissen Sie weder beweisen, dass die Eigenschaft tatsachlich unter Verkettung ab-
geschlossen ist, noch dass die von Ihnen angegebenen Funktionen die Eigenschaft erfiillen, noch
dass es Boolesche Funktionen gibt, die die Eigenschaft nicht erfiillen.



