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10. Ubungsblatt Mathematische Logik

Abgabe: bis Dienstag, den 27. Juni um 18:00 Uhr online im Moodle-Lernraum.

Ubungen und Teilaufgaben, die mit ® markiert sind, sind freiwillig, sie werden nicht korrigiert und
geben keine Punkte. Ubungen, die mit * markiert sind, sind Bonusaufgaben. Der Inhalt aller Aufgaben
ist fiir die Klausur relevant.

Aufgabe 1 (¢Test-Erinnerung) 10 €Test-Punkte

Diese Aufgabe ist online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung unter ,eTest 10“ zu absolvieren.

Aufgabe 2 9 Punkte

Sei 7 == {¢, f, R}, wobei ¢ ein Konstantensymbol, f ein einstelliges Funktionssymbol und R ein ein-
stelliges Relationssymbol ist. Wir betrachten die folgende Menge 7" von atomaren Sétzen:

T :={c=f"}U{Rf>c|n e N}

Fiir m € Ny steht f™c jeweils fiir den Term f ... f ¢, und fYc steht fiir den Term c.
—

m-mal

(a) Geben Sie die kleinste Menge X an, die unter Substitution abgeschlossen ist und 7" enthilt. Be-
griinden Sie dabei insbesondere, warum die von Ihnen angegebene Menge minimal ist. Sie miissen
den Abschluss unter Substitution nicht formal beweisen.

(b) Sei ~ die durch ¥ induzierte Kongruenzrelation auf der Herbrandstruktur $(X). Zu welcher
,bekannten” Struktur B ist das kanonische Modell 2((3) := ($)(X)/~) isomorph? Beweisen Sie
Thre Behauptung.

Hinweis: Vergessen Sie nicht die Relation R”. Die Relation kann separat angegeben werden.
(c) Gilt $H(X) = (X)? Begriinden Sie kurz Ihre Antwort.

(d) Per Definition gilt A(X) = X, und damit auch A(X) = 7. Gilt auch A(X) =T U {VzRx}? Gilt
2A(X) E T U {3x—Rz}? Begriinden Sie jeweils kurz Ihre Antwort.

Aufgabe 3 5 Punkte

Beweisen oder widerlegen Sie jeweils, dass die angegebene Relation ~ auf der gegebenen Struktur A
eine Kongruenzrelation ist. Falls ~ auf 2 eine Kongruenzrelation ist, geben Sie zusétzlich ohne Beweis
eine ,bekannte” Struktur B an, die isomorph zur Faktorstruktur 2/~ ist.

(a) SeiA = (R, +,-) und es gelte fiir alle 7, s € R: 7 ~ s genau dann, wenn |r| = |s|.

(b) Sei2A = ({0,1,2}*, 0) und es gelte fir alle u,v € {0,1,2}*: u ~ v genau dann, wenn |u| = |v].

Dabei ist {0, 1,2}* die Menge aller endlichen Wérter tiber dem Alphabet {0, 1,2}, o ist die Kon-
katenation, also wov = uwv, und |w| bezeichnet fir w € {0, 1, 2}* jeweils die Linge des Wortes w.


https://moodle.rwth-aachen.de/course/view.php?id=32062
https://moodle.rwth-aachen.de/course/view.php?id=32062

(c) Sei = (P(N),U,N) und es gelte fiir alle A, B € P(N): A ~ B genau dann, wenn |A| = |B]|.

Dabei ist P(N) die Potenzmenge von N, also die Menge aller Teilmengen von N, und | M | bezeich-
net fir endliche M € P(N) die Anzahl der Elemente in M, oder |M| := oo fiir unendliche M.

Aufgabe 4 6 Punkte

Zeigen Sie jeweils, dass die angegebene Relation ~ auf der Struktur 2 immer eine Aquivalenzrelation
ist, oder finden Sie ein Gegenbeispiel 2 und zeigen Sie, dass ~ dort keine Aquivalenzrelation ist.

Falls ~ auf 2 immer eine Aquivalenzrelation ist, beweisen Sie zusitzlich, dass ~ sogar stets eine
Kongruenzrelation auf 2 ist, oder finden Sie ein Gegenbeispiel 2 und zeigen Sie, dass ~ dort keine
Kongruenzrelation ist.

(a) Sei = (A, ) eine beliebige 7-Struktur und es gelte fiir alle a,b € A: a ~ b genau dann, wenn
es einen Automorphismus m € Aut(2() gibt mit 7(a) = b.

(b) Sei A = (A, <) eine beliebige partielle Ordnung und es gelte fiir alle a,b € A: a ~ b genau
dann, wenn weder a <% b noch b <% ¢ gilt, das bedeutet, a und b sind entweder unter der
Ordnung <* unvergleichbar oder es gilt a = b.

Aufgabe 5°® keine Punkte

Im Beweis des Vollstandigkeitssatzes werden im Abschnitt iiber Hintikka-Mengen nur Mengen von
reduzierten Sétzen betrachtet, also Sitze, die aus den Atomen nur mittels V, = und 3 aufgebaut sind.
Welche Abschlusseigenschaft muss ein Paar von Satzmengen I'*, A* zusitzlich zu den Eigenschaften
(1)-(5) aus Lemma 4.16 erfiillen, um zu garantieren, dass I'* U ~A* ein Modell besitzt, wenn zusétzlich
die Verwendung von Allquantoren V erlaubt wird?

Fiigen Sie in Lemma 4.16 eine entsprechende Eigenschaft ein und erweitern Sie den Beweis des Lem-
mas fiir diese Eigenschaft. Sie miissen auch zur induktiven Konstruktion der Folgen 'y C T'; C ...
und Ag C A; C ... auf Seite 108 und 109 im Skript zu den Fallen (a)-(e) noch einen weiteren Fall fur
den Allquantor hinzufiigen.



