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12. Ubungsblatt Mathematische Logik

Abgabe: bis Dienstag, den 11. Juli um 18:00 Uhr online im Moodle-Lernraum.

Ubungen und Teilaufgaben, die mit ® markiert sind, sind freiwillig, sie werden nicht korrigiert und
geben keine Punkte. Ubungen, die mit * markiert sind, sind Bonusaufgaben. Der Inhalt aller Aufgaben
ist fiir die Klausur relevant.

Aufgabe 1 (¢Test-Erinnerung) 10 €Test-Punkte

Diese Aufgabe ist online im Moodle-Lernraum der Veranstaltung unter ,eTest 12 zu absolvieren.

Aufgabe 2 12 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir nur Transitionssysteme der Form K = (V, E, P,Q), wobei E die
einzige Kantenrelation ist und P, Q C V atomare Eigenschaften sind.

Zeigen oder widerlegen Sie, dass folgende Eigenschaften von Transitionssystemen X mit ausgew&hl-
tem Knoten v durch eine modallogische Formel definierbar sind. Geben Sie fiir die definierbaren Eigen-
schaften jeweils eine Formal an und erklaren Sie kurz die Idee Threr Formel.

(a) Der Knoten v hat mehr ()-Nachfolger als P-Nachfolger.

Begriffserkldrung: Mit ,mehr” ist hier die Anzahl gemeint. Die Anzahl der Nachfolger kann auch
unendlich sein, unendlich ist ,mehr* als jede endliche Anzahl. Sollte v sowohl unendlich viele Q-
Nachfolger als auch unendlich viele P-Nachfolger haben, dann ist die Anzahl der ()-Nachfolger
nicht ,mehr” als die Anzahl der P-Nachfolger, ungeachtet der genauen Machtigkeiten.

(b) Der Knoten v hat mindestens zwei verschiedene P-Nachfolger, von denen einer zusétzlich in Q)
ist und der andere nicht in () ist.

(c) Es gibt von v aus keinen maximalen Weg der Lange 3.

(d) Der Knoten v liegt auf einem gerichteten Dreieck.

Begriffserkldrung: Ein gerichtetes Dreieck (v1,v2,v3) besteht aus drei paarweise verschiedenen
Knoten, die in eine Richtung verbunden sind, also (v, v2), (v2,v3), (v3,v1) € E.

(e) Alle von v aus erreichbaren Knoten sind in P und v hat einen Vorganger, der keine P-Nachfolger
hat.

(f) Es gibt von v aus beliebig lange, endliche Wege.

Begriffserkldrung: Das bedeutet, es gibt fiir jedes n € N einen Weg von v aus der Liange mindes-
tens n.

Erklirungen der Grundbegriffe: Ein Nachfolger von v ist ein Knoten w mit (v, w) € E, damit sind also
direkte Nachfolger gemeint und ein Knoten kann sein eigener Nachfolger sein. Falls w ein Nachfolger
von v ist, der zusétzlich in P ist, dann nennen wir w einen P-Nachfolger von v, ()-Nachfolger sind ana-
log definiert. Insbesondere schlief3t das nicht aus, dass ein P-Nachfolger w von v zusitzlich auch in Q)
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sein darf, dann wire w gleichzeitig ein P-Nachfolger und ein ()-Nachfolger von v. Ein Terminalknoten
ist ein Knoten, der keine Nachfolger hat. Vorgdnger sind analog zu Nachfolgern definiert.

Ein Weg der Lange n € N von vy nach v, ist eine Folge von Zusténden (vo,...,v,), sodass je-
weils (v;,vi41) € E fir 0 < i < n gilt. Wege sind gerichtet und Wiederholungen sind erlaubt. Es
sind auch unendliche Wege (vg, vy, ...) moglich. Ein Weg ist maximal, wenn er sich nicht zu einem
langeren Weg erweitern lasst, also wenn der Weg unendlich ist oder in einem Terminalknoten endet.

Wir sagen, dass w von v aus erreichbar ist, wenn es einen Weg von v nach w gibt. Insbesondere ist
jeder Knoten v von sich selbst aus erreichbar, da es den Weg (v) der Lange 0 von v nach v gibt.

Aufgabe 3 4 Punkte

Geben Sie die grofite Bisimulation Z zwischen /1 und K an. Geben Sie fir alle (v, w) ¢ Z zusétzlich
eine trennende ML-Formel 1),,,, mit minimaler Modaltiefe an.
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Aufgabe 4 4 Punkte

(a) In dieser Teilaufgabe betrachten wir nur Formeln fiir Transitionssysteme der Form K = (V, E),
es stehen also keine atomaren Eigenschaften zur Verfiigung und es gibt nur eine Kantenrelation .

Geben Sie mit kurzer Begriindung eine erfiillbare modallogische Formel ¢y € ML an, sodass in
jedem Modell IC, v von 1) mindestens 4 verschiedene Zustinde von v aus erreichbar sind.

(b) Wir betrachten in dieser Teilaufgabe wieder Formeln fiir beliebige Transitionssysteme K der
Form K = (V,(E4)aca, (P;)icr), die Formeln diirfen hier also wieder beliebig viele atomare
Eigenschaften P; und Aktionen a verwenden.

Stellen Sie mit kurzer Begriindung eine erfiillbare modellogische Formel ¢ € ML auf, sodass
jedes Modell KC,v von ¢ héchstens 4 verschiedene Zustidnde hat, oder beweisen Sie, dass das
nicht moglich ist.

Aufgabe 5° keine Punkte

Seien Kj und K zwei beliebige Kripkestrukturen. Zeigen Sie, dass es stets eine beziiglich der Teilmen-
genbeziehung C grifite Bisimulation Z* gibt, das bedeutet, fiir alle Bisimulationen Z gilt Z C Z*.

Hinweis: Betrachten Sie eine beliebige Menge von Bisimulationen und zeigen Sie, wie sich daraus
eine Bisimulation konstruieren lésst, die alle Bisimulationen aus der Menge enthilt.



