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2. Ubung Mathematische Logik

Abgabe: bis Donnerstag, den 2.11. um 8:15 Uhr am Lehrstuhl oder in der Vorlesung

Aufgabe 1 10 Punkte

Zu zwei aussagenlogischen Interpretationen J; und Jo iiber dem gleichen Definitionsbereich o
definieren wir eine neue aussagenlogische Interpretation J; N J2 : 0 — {0,1} durch

1 falls 3¢ (X) = 1 und J(X) = 1,

0 sonst.

(31 N jg)(X) = {
(a) Zeigen Sie, dass fiir jede Horn-Formel ¢ der Schnitt zweier Modelle wieder ein Modell ist,
d.h. wenn J; | ¢ und Js = ¢, dann auch 71 N Ty = .

(b) Welche der folgenden Formeln sind zu einer Horn-Formel dquivalent? Beweisen Sie Ihre
Antwort!

() (X 5 Y)A (X = =2); (i) (X = V)V (X —=2); (i) XVZV(X = (Y = 2)).

Aufgabe 2 6 Punkte

In einem Chemielabor stehen die Apparaturen zur Verfiigung, um folgende chemische Reaktio-
nen durchzufiihren:

MgO + Hy — Mg + Hy0
C+ 02 - COQ
HyO + CO2 — HyCOs3

Ferner sind in dem Labor folgende Grundstoffe vorhanden: Mg O, Hs, O und C. Man beweise
(durch geeignete Anwendung des Erfiillbarkeitsalgorithmus fiir Hornformeln), dass es unter
diesen Voraussetzungen moglich ist, HoC' O3 herzustellen.

Aufgabe 3 6 Punkte
Sei @ = ¢ und ¥ |= 1. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:

http://www-mgi.informatik.rwth-aachen.de/Teaching/Mal.o-WS06/



Aufgabe 4 6 Punkte

Wir definieren eine (partielle) Ordnung < {iber Formeln durch ¢ < v genau dann, wenn ¢ —
eine Tautologie ist. Weiter sei ¢ < 1 genau dann, wenn ¢ < ¢ und ¥ £ .

(a) Zeigen Sie, dass die so definierte Ordnung dicht ist, d.h. zu je zwei Formeln ¢ < 1) existiert
eine Formel ¥ mit ¢ < 9 < 9.
Hinweis: Konstruieren Sie ¥ aus ¢ und v mittels einer Aussagenvariable, die weder in ¢
noch in v vorkommt.

(b) Zeigen Sie, dass eine unendliche aufsteigende Kette ¢ < w2 < @3 < ... existiert.
(c) Zeigen Sie, dass es fiir je zwei Formeln ¢ und v eine kleinste Formel ¢ gibt, so dass ¢ < ¢

und ¢ <99, d.h. fiir alle Formeln 1 mit ¢ <7 und ¢ < n gilt auch 9 <n.

Aufgabe 5 8 Punkte
Eine Formelmenge @ heifit unabhingig, wenn fiir kein ¢ € @ gilt: &\ {¢} E ¢.

(a) Wann ist eine Menge, die nur aus einer einzelnen Formel besteht, unabhéngig?
(b) Zeigen Sie, dass jede endliche Formelmenge eine dquivalente unabhéngige Teilmenge enthélt.

(c) Gilt diese Eigenschaft auch fiir unendliche Mengen? Betrachten Sie dazu die Menge

d={ [\ Xi:neN}

0<i<n
Geben Sie eine zu @ dquivalente, unabhéingige Formelmenge an.

(d) Beweisen Sie, dass eine Formelmenge genau dann unabhéngig ist, wenn alle ihre endlichen
Teilmengen unabhingig sind.
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