5. Gruppeniibung, Mathematische Logik, WS 2006,/07

Aufgabe 1
Wir betrachten folgende Strukturen:

e den (geordneten) bindren Baum: ¥ := ({0,1}*, s, s1) mit den Nachfol-
gerfunktionen so(w) := w0 und s1(w) := wl.

e den ungeordneten bindren Baum: ¥~ = ({0,1}*, <) mit der Préfixord-
nung

r =y :gdw es gibt ein Wort z € {0,1}" mit y = zz.

(a) Welche der folgenden Mengen sind Universen einer Substruktur von ¥ oder
7

(i) A:={0"|neN} (i) C:={{w|we{0,1}*, |w| <n}
(i) B:={0110w |w e {0,1}*}  (iv) D :={ulllw |u,w € {0,1}*}
(b) Das langste gemeinsame Prafix x My zweier Worte = und y ist das langste

Wort z € {0, 1}* mit z < z und z < y. Bestimmen Sie alle Substrukturen
der Expansion (T, s¢, s1,) von ¥ um die Funktion .

Aufgabe 2
Vergleichen Sie die Machtigkeit folgender Mengen:

a) die Menge der Knoten des unendlichen bindren Baums;
b) die Menge aller Strukturen ({0, 1}, f) mit einer n-stelligen Funktion f;
c

d

(
(b)
(c) die Menge aller unendlichen Bitfolgen;

(d) die Menge aller Graphen mit Knotenmenge N;
(e) R
(f) die Menge R® der Funktionen von R nach R.

Hinweis. 1) |A| < |B|, falls injektive Funktion f : A — B existiert. 2) Sie
konnen das Cantor-Schroder-Bernstein-Theorem benutzen: Sind f : A — B
und g : B — A injektive Funktionen, dann gibt es auch eine Bijektion A :

A — B.
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Aufgabe 3
Eine lineare Ordnung (A, <) heiBt diskret, wenn

e zu jedem Element a € A entweder kein b > a existiert oder es einen
direkten Nachfolger gibt, d.h. ein Element b > a, so daB kein weiteres
Element b > ¢ > a existiert, und

e zu jedem Element a € A entweder kein b < a existiert oder es einen
direkten Vorganger gibt, d.h. ein Element b < a, so daB kein weiteres
Element b < ¢ < a existiert.

(a) Geben Sie eine lineare Ordnung an, welche die erste, aber nicht die zweite
Bedingung erfiillt.

(b) Geben Sie eine lineare Ordnung an, welche die zweite, aber nicht die erste
Bedingung erfiillt.

(c) Geben Sie eine diskrete Ordnung der Menge Q an, oder beweisen Sie, daB
eine solche nicht existiert.



