Lehr- und Forschungsgebiet Mathematische Grundlagen der Informatik RWTH Aachen Prof. Dr. E. Grädel, B. Puchala, R. Rabinovich

WS 2008/09

5. Übung Mathematische Logik II Abgabe : bis Montag, 24. November um 12:00 Uhr am Lehrstuhl.

Aufgabe 1 2 + 4 Punkte Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) |{α < ℵ_1 | α ist Nachfolgerordinal}| = ω, (b) |{α < ℵ_1 | α ist Limesordinal}| = ω.

Aufgabe 2 3 + 3 Punkte Eine Menge x ist Dedekind-endlich, wenn keine echte Teilmenge von x gleichmächtig zu x ist. Zeigen Sie:

(a) Die Menge x ist genau dann Dedekind-endlich, wenn sie endlich ist. (b) Die Menge x ist genau dann endlich, wenn jede Funktion f : x → x, die injektiv oder surjektiv ist, bereits bĳektiv ist.

Aufgabe 3^∗ 4^∗ Punkte Es sei x eine Menge mit |x| ≤ κ für ein κ ∈ Cn^∞ und es gelte |y| ≤ κ für alle y ∈ x. Zeigen Sie, dass | ⋃ x| ≤ κ ist.

Aufgabe 4 5^∗ + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 5^∗ Punkte Sei A eine Menge und sei ≤ eine lineare Ordnung auf A. Eine Teilmenge X von A heißt kofinal in A, wenn für jedes a ∈ A ein x ∈ X existiert, so dass a ≤ x gilt. Sei α eine Ordinalzahl. Die Kofinalität cf(α) von α ist die kleinste Ordinalzahl, so dass eine Abbildung f : cf(α) → α existiert, deren Bild in α nicht beschränkt ist. (Das heißt für alle γ ∈ α gibt es ein δ ∈ cf(α), so dass f(δ) ≥ γ ist.) Eine Ordinalzahl α heißt regulär, falls α Limesordinalzahl ist und cf(α) = α gilt.

(a^∗) Zeigen Sie, dass jede lineare Ordnung (A, ≤) eine kofinale wohlgeordnete Teilmenge besitzt. (b) Berechnen Sie cf(α) für α = ω, α = ω · 2 und für jede Nachfolgerordinalzahl α. (c) Zeigen Sie, dass cf(α) für Limesordinale α selbst wieder ein Limesordinal ist. (d) Zeigen Sie, dass es für jedes α ∈ On eine streng monoton wachsende Funktion f : cf(α) → α gibt, die in α unbeschränkt ist.

(e) Zeigen Sie, dass cf(cf(α)) = cf(α) gilt für alle α ∈ On. (f) Zeigen Sie, dass cf(α) ∈ Cn für alle α ∈ On gilt. (g) Zeigen Sie, dass cf(ℵ_ω) = ω gilt.

(h^∗) Zeigen Sie, dass alle Nachfolgerkardinalzahlen regulär sind.

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo2-WS08