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7. Ubung Mathematische Logik II

Abgabe: bis Montag, 8. Dezember um 12:00 Uhr am Lehrstuhl.

Aufgabe 1 3 Punkte

Zeigen Sie, dass eine rekursiv aufzéhlbare Theorie T', die nur endlich viele vollstandige Erwei-
terungen 7" O T hat, entscheidbar ist.

Aufgabe 2 3 4+ 3 + 6 Punkte
Wir definieren eine Folge (®);e,, von Erweiterungen der Peano-Arithmetik durch

(1) @9 = Ppa,

(2) ®ip1 = D; U{ Wiy, },

(3) o, = Ui<w D,
wobei ®p4 das Axiomensystem der Peano-Arithmetik ist.

(a) Zeigen Sie, dass alle ®; konsistent sind.

(b) Zeigen Sie, dass ®,, konsistent ist.

(c) Losen Sie folgendes Paradoxon. Wir erweitern die Folge durch:

(2) o1 = Py U{Wig,_ 1},
(3") @) =J Py fiir Limesordinale «.

Da es nur abzéhlbar viele Formeln gibt, existiert ein Fixpunkt ®, der Folge (®,)acon,
also Py = P U{ Wi }. Dann gilt o, - Wi, im Widerspruch zum zweiten Godelschen
Satz.

Aufgabe 3* 6* Punkte

Betrachten Sie folgendes Paradoxon und lésen Sie es. Sei $pa das Axiomensystem der Peano-
Arithmetik und Wfg,, die Formel, welche die Widerspruchsfreiheit von ®py ausdriickt (wie
in der Vorlesung definiert). Sei ® = ®py U {=Wfg,, }. Da $pp I/ Wig,,, ist ¢ konsistent.
Andererseits beweist ®, dass ®pa inkonsistent ist: ® - ~Wfg,,, da “Wfg,, € ® ist. Aber dann
ist erst recht ® inkonsistent.
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