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Abgabe: bis Montag, 10. Dezember um 12:00 Uhr am Lehrstuhl.

Aufgabe 1 2 4+ 4 + 2 Punkte

Es seien 2 C B C € drei 7-Strukturen fiir eine Signatur 7. Zeigen oder widerlegen Sie die
folgenden Aussagen.

(a) Sei A <% und sei A oder B endlich. Dann gilt 2 = B.
(b) Ist A < €, so ist auch A < B.
(c¢) Gilt A X € und B <€, so ist A < B.

Aufgabe 2 3 + 3 Punkte
Eine Theorie T' C FO(7) heifit modellvollstédndig, falls fir beliebige 7-Strukturen 2 und B mit
A, | T aus A C B bereits A < B folgt.

(a) Beweisen oder widerlegen Sie die Modellvollstandigkeit der Theorien Th(N,S) mit der
Nachfolgerfunktion S sowie Th(Z, <) mit der iiblichen Relation <.

(b) Zeigen Sie, dass alle vollstindigen Theorien iiber der Signatur o = { P} mit einem unéren
Relationssymbol P modellvollstdndig sind.

Hinweis: Verschaffen Sie sich mit Hilfe der elementaren Aquivalenz von o-Strukturen einen
Uberblick iiber die vollstindigen Theorien iiber o.

Aufgabe 3 3+ 3+ 4+ 6" Punkte
Eine Theorie T' C FO(7) erlaubt Quantorenelimination, wenn fir jede Formel ¢(Z) € FO(r)
eine quantorenfreie Formel 9(Z) € FO(7) existiert, so dass T' = VZ(¢(Z) < 9(T)).

(a) Zeigen Sie, dass eine Theorie T' C FO(7) genau dann Quantorenelimination erlaubt, wenn
fir jede quantorenfreie Formel (%, y) € FO(7) eine quantorenfreie Formel ¥(z) € FO(7)
exisitiert, so dass T' = VZ(3yy (T, y) <> 9(T)) gilt.

(b) Sei T'C FO(7) eine Theorie, die Quantorenelimination erlaubt. Zeigen Sie, dass 7' modell-
vollstandig ist.

(c) Sei T C FO(r) eine Theorie, die Quantorenelimination erlaubt, fiir eine Signatur 7, die
keine Konstantensymbole enthélt. Zeigen Sie, dass T vollstdandig ist.

(d*) Zeigen Sie, dass die Theorie der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte Quantore-
nelimination erlaubt.

Hinweis: Benutzen Sie die disjunktive Normalform zur Darstellung der quantorenfreien
Formeln tiber <.
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