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Abgabe: bis Donnerstag, 11. Dezember um 16:15 Uhr am Lehrstuhl.

Aufgabe 1 3 Punkte

Sei @ ein konsistentes Axiomensystem, das rekursiv aufzdhlbar und représentativ ist. Zeigen
Sie, dass M C N genau dann rekursiv aufzidhlbar ist, wenn es eine Formel ¢(z) gibt, so dass
neM& dF p(t,) fir alle n € N gilt. Folgern Sie, dass ®F unentscheidbar ist.

Aufgabe 2 3+4+43 Punkte
(a) Zeigen Sie, dass jedes Modell von ®py eine zu I isomorphe Substruktur hat.

(b) Eine X9-Formel ist eine Formel ¢ € FO(7,,) der Form ¢ = 373 fiir ein ¢, so dass in v
keine anderen Quantoren vorkommen, als relativierte Quantoren der Art (Ji.i < t) und
(Vi.i < t) fir Variablen ¢ und 7,,-Terme ¢, so dass ¢ nicht in ¢ vorkommt. Zeigen Sie, dass
fiir jede X{-Formel ¢(z1,...,2;) und alle n,...,np € N gilt

Opatp(ng,...,np) ©NEpn,...,ng)

(c) Geben Sie eine X9-Formel ¢¢(z1,z2) an, welche die Funktion f(n) =n!in ®p4 reprisen-
tiert.

Hinweis: Benutzen Sie Goédel’s S-Funktion.

Aufgabe 3 3 + 3 Punkte
Wir definieren eine Folge (®;);c,, von Erweiterungen der Peano-Arithmetik durch

(1) @9 = Ppa,

(2) @541 = ®; U{Consg, },

(3) P = Uiy, ®is
wobei ®p4 das Axiomensystem der Peano-Arithmetik ist.

(a) Zeigen Sie, dass ®,, konsistent ist.

(b) Losen Sie folgendes Paradoxon. Wir erweitern die Folge durch:
(2") @41 = P, U{Conss, },
(3) @\ = Ugenr Po fiir Limesordinale A.

Da es nur abzéhlbar viele Formeln gibt, existiert ein Fixpunkt ®, der Folge (®4)acon, also
®o, = P U{Consg__}. Dann gilt @, F Consg_ im Widerspruch zum zweiten Godelschen
Satz.

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo2-WS14



Aufgabe 4* 5% Punkte

Zwei Mengen A, B mit AN B = () heiflen rekursiv untrennbar, falls es keine rekursive Menge
C mit A C C und BN C = () gibt. Sei ® ein konsistentes Axiomensystem, das repriasentativ
ist. Zeigen Sie, dass die Mengen &1 := ®F = {¢|® = ¢} und &~ = {p|® = —p} rekursiv
untrennbar sind.

Hinweis: Verwenden Sie den Fixpunktsatz.

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo2-WS14



