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Aufgabe 1 4 Punkte

Ein Operator F : P(A)→ P(A) ist inflationär, wenn F (X) ⊇ X für alle X ⊆ A gilt.
Geben sie Beispiele für Operatoren F : P(A)→ P(A) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) F hat einen Fixpunkt, aber besitzt keinen kleinsten Fixpunkt.

(ii) F hat einen kleinsten Fixpunkt, aber F ist nicht monoton.

(iii) F ist monoton, aber nicht inflationär.

(iv) F ist inflationär, aber nicht monoton.

Aufgabe 2 2+4 Punkte

Sei G = (V,E, P ) ein endlicher gerichteter Graph mit einem unären Prädikat P ⊆ V und für
v ∈ V sei vE = {w ∈ V | (v, w) ∈ E} die Menge der direkten Nachfolger von v in G.

(a) Wir definieren F : 2V → 2V durch F (X) = P ∪ {v ∈ V | vE ∩X 6= ∅}. Zeigen Sie, dass F
einen kleinsten Fixpunkt besitzt, und beschreiben Sie diesen.

(b) Wir definieren G : 2V × 2V → 2V wie folgt.

G(X,Y ) := (P ∩ {v ∈ V | vE ∩ Y 6= ∅}) ∪ {v ∈ V | vE ∩X 6= ∅}.

Ferner seien FY : 2V → 2V und lfpG : 2V → 2V definiert durch FY (X) = G(X,Y ) für
X,Y ∈ 2V und lfpG(Y ) = lfp(FY ) für Y ∈ 2V . Zeigen Sie, dass FY für alle Y ∈ 2V einen
kleinsten Fixpunkt hat. Zeigen Sie ferner, dass lfpG einen größten Fixpunkt besitzt, und
beschreiben Sie diesen.

Aufgabe 3 4+3 Punkte

Seien N = (N, S, 0) und Z = (Z, S, 0) wobei S jeweils die Nachfolgerfunktion auf N beziehungs-
weise Z ist.

(a) Definieren Sie die Relationen + ⊆ N3 und · ⊆ N3 in LFP.

(b) Definieren Sie die Relation <⊆ Z2 in LFP.

Aufgabe 4 2+5 Punkte

Wir betrachten die Signatur τ = {E,P} mit einem zweistelligen Relationssymbol E und einem
einstelligen Relationssymbol P .
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(a) Geben Sie eine LFP-Formel ϕ(x) ∈ LFP(τ) an, so dass für jeden gerichteten Graphen
G = (V,EG, PG) und jeden Knoten v ∈ V genau dann G |= ϕ(v) gilt, wenn an jedem
Terminalknoten, der von v aus erreichbar ist, P gilt.

(b) Geben Sie eine LFP-Formel ϕ(x) ∈ LFP(τ) an, so dass für jeden gerichteten Graphen
G = (V,EG, PG) und jeden Knoten v ∈ V genau dann G |= ϕ(v) gilt, wenn es von v aus
einen unendlichen Pfad gibt, auf dem nur endlich oft P gilt.

Aufgabe 5 5 Punkte

Zeigen Sie, dass folgendes Problem unentscheidbar ist:

• Gegeben eine Formel ϕ(x) ∈ FO.

• Ist FA
ϕ monoton für alle Strukturen A der Signatur τ(ϕ) \ {R}?

Hinweis: Benutzen sie, dass das Erfüllbarkeitsproblem für FO unentscheidbar ist.

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo2-WS14


