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8. Ubung Mathematische Logik II

Abgabe: bis Montag, 04. Dezember in der Vorlesung oder um 18:00 Uhr am Lehrstuhl.

Aufgabe 1 2 4+ 2 + 4 Punkte

(a) Sei ® C FO(7) eine erfiillbare Satzmenge, die ein unendliches Modell besitzt. Zeigen Sie,
dass @ fiir alle Kk € Cn®™ mit k > |7| ein Modell der Méchtigkeit x hat.
Hinweis: Gehen Sie wie im Beweis des Satzes von Lowenheim-Skolem vor.

(b) Sei k € Cn*. Eine Theorie T heifit k-kategorisch, falls sie bis auf Isomorphie genau ein
Modell der Kardinalitét x besitzt. Sei T C FO(7) eine Theorie mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) Alle Modelle von T' sind unendlich.
(ii) Es gibt ein k € Cn®™ mit x > |7|, so dass T' k-kategorisch ist.
Zeigen Sie, dass T vollstandig ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Theorie der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte (d.h. ohne
Maximum und Minimum) w-kategorisch ist.

Aufgabe 2 2 4+ 2 Punkte

Klassifizieren Sie, fiir die folgenden beiden Signaturen, mit Hilfe der elementaren Aquivalenz
von 7-Strukturen alle vollstdndigen Theorien der Sprache FO(7).

e T = @
e 7={co,...,cn}, n €w, wobei cy,...,c, Konstantensymbole sind.
Aufgabe 3 3 + 6 Punkte

Wir definieren eine Folge (®);e,, von Erweiterungen der Peano-Arithmetik durch
(1) @9 = Ppa,
(2) ®i41 = ®; U{Konsg, },
(3) Pw = Uicw ®is
wobei ®py das Axiomensystem der Peano-Arithmetik ist.
(a) Zeigen Sie, dass ®,, konsistent ist.

(b) Losen Sie folgendes Paradoxon. Wir erweitern die Folge durch:
(2") ®ay1 = P, U{Konsg, },
(3") @) = Pu<y fiir Limesordinale A.

http://logic.rwth-aachen.de/Teaching/MaLo2-WS17



Da es nur abzéhlbar viele Formeln gibt, existiert ein Fixpunkt ®, der Folge (®4)acon, also
Do, = Do U {Konsy }. Dann gilt @, F Konss, im Widerspruch zum zweiten Godelschen
Satz.

Aufgabe 4 3 + 3 Punkte
Kodieren Sie die folgenden Funktionen in TA:

Hinweis: Verwenden Sie Godel’s S-Funktion.
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