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1 Notation und Definitionen

Im Folgenden schreiben wir 24,8, ... flir Strukturen und A, B, ... fiir deren Universen.
Dabei sind alle betrachteten Strukturen stets iiber einer endlichen relationalen Signatur,
die wir gegebenenfalls um Konstanten erweitern.

Um Aussagen iiber Lokalitét treffen zu konnen, wird zwangslaufig eine Art von Abstand
benétigt. Eine Klasse von Strukturen, die so ein Mak grundsétzlich bieten, ist die Klasse
der Graphen. Damit wir nicht auf diese beschridnkt sind, sondern iiber Distanzen in
beliebigen relationalen Strukturen sprechen kénnen, nutzen wir die Abstandsfunktion im
Gaifman-Graph.

Definition 1 (Gaifman-Graph). Sei 2 eine 7-Struktur. Der Gaifman-Graph G(2) =
(VI B9 von A ist definiert als der ungerichtete Graph iiber der Knotenmenge
V9 = A mit der Kantenrelation
E9® = {(a,b) | a # b und es gibt ein Tupel ¢ € R¥
fiir eine Relation R € 7, das a und b enthélt }.



Sei zur Veranschaulichung 2 = ({1,2,3,5,8,13, 21,34}, R*) wobei R* der Graph der
Addition ist. Der Gaifman-Graph G(2) von 2 ist dann wie in Abbildung 1 dargestellt.

Abbildung 1: Der Gaifman-Graph G(2() von 2. Die roten Kanten gehéren zum Graph,
weil 3+ 5 = 8 und damit (3,5,8) € R* ist.

Wir bezeichnen mit d* die iibliche Abstandsfunktion zweier Knoten im Gaifman-Graph
G(2A) von 2.
Fiir 7 > 0 nennen wir die Menge Nj(a) = N7(a) = {b € A | d¥*(a,b) < r} die

r-Nachbarschaft von a. Fiir ein Tupel @ = (ay,...,a;) € A* legen wir
N'@= | N(a)
1<i<k
fest.

Der r-Isomorphietyp eines Elements a € A ist der Isomorphietyp, das heift die Aqui-
valenzklasse beztiglich der Relation =, der Struktur (A [ N"(a),a). Dabei bezeichnet
2 | N"(a) die von N"(a) auf 2 induzierte Substruktur.

2 Der Satz von Hanf

Hanfs Satz ist eine Aussage iiber die Ausdrucksstiarke der Pradikatenlogik. Zusétzlich
stellt er eine Technik dar, m-Aquivalenz von Strukturen zu zeigen, bei der lediglich die
Realisierungen lokaler Isomorphietypen gezdhlt werden miissen.

Definition 2 (Hanf-Aquivalenz). Seien r > 0 und ¢ > 0. Zwei 7-Strukturen 2 und
B sind genau dann (r,t)-Hanf dquivalent, wenn fiir jeden Isomorphietyp ¢ gilt, dass die
Anzahl der a € A mit r-Isomorphietyp ¢ gleich der Anzahl der b € B mit r-Isomorphietyp
¢ ist oder beide Anzahlen grofier als der Schwellwert ¢ sind.

Satz 3 (Hanf). Sei m > 0 und seien 2 und B zwei 7-Strukturen, sodass alle 3™-
Nachbarschaften in A und B héchstens e > 0 Elemente haben.
Falls A und B (3™, m - e)-Hanf daquivalent sind, dann gilt A =, *B.

Beweis. Wir zeigen per Induktion, dass es eine Gewinnstrategie fiir die Duplikatorin im
Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel Gy, (2, 28) gibt. Dabei halten wir im (m — j)-ten Zug (d.h. fiir



|a| = |b] = m — j) die folgende Invariante aufrecht:
(& | N¥ (@),a) = (B | N¥(b),b)

Aus Symmetriegriinden geniigt es, eine Richtung zu zeigen. Wir nehmen also an, dass
bereits ]
, wil —
(T N (@), @) = (B | N (D),D) (1)

gilt und finden fiir a € A ein b € B, sodass
(2 | N¥(@a),aa) = (B | N¥ (bb), bb).
Abh#ngig vom Abstand von a und @ kénnen zwei Fille auftreten:
3J

3i+1 ' ) 3
2.3 2.3

|
f

Fall 1 (links). Falls a € N2%¥ (@), dann ist N¥(a) € N¥"" (@). Wegen (1) gibt es ein
passendes b € N¥'"(b), das wir wiihlen kénnen.

Fall 2 (rechts). Falls a ¢ N?%(a), dann gilt N¥ (a) N N¥' (@) = 0. Wir miissen also
nur irgendein b € B finden, das den gleichen 3/-Isomorphietyp wie a hat und dessen
39-Nachbarschaft sich nicht mit der von b schneidet (das also auferhalb von N23'(b)
liegt). Wegen (1) enthalten N2% (@) und N?% (b) gleich viele Elemente mit dem gleichen
37-Isomorphietyp wie a. Weil 2 und B (3™, m - ¢)-Hanf #quivalent sind, haben wir zwei
Falle.

Fall 2.1. 2 und B enthalten gleich viele Elemente mit dem gleichen 3j—Isomorphietyp
wie a. Weil a selbst nicht in N2 (@) liegt, muss es auch ein b € B aukerhalb von N?% (b)
geben, das den gleichen 3/-Isomorphietyp wie a hat.

Fall 2.2. A und B enthalten beide mehr als m - e Elemente, mit dem gleichen 37-
Isomorphietyp wie a. Jede 3™-Nachbarschaft eines Elements in 2l oder 8 hat hochstens
e Elemente, weshalb N2 (b) héchstens m - e Elemente haben kann (|b| = m —j < m und
j < m). B enhilt allerdings mehr als m - e Elemente, die den gleichen 3/-Isomorphietyp

wie a haben, also insbesondere eines auferhalb von N 237 (b). Wihlen wir dieses als b sind
wir fertig. O

Als Beispiel fiir eine Anwendung des Satzes von Hanf soll nun ein Korollar bewiesen
werden. Dieses ldsst sich auch auf andere Weise zeigen, indem eine Gewinnstrategie fiir
ein Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel angegeben wird. Der Satz von Hanf vereinfacht den Beweis
allerdings enorm.



Korollar. Graphzusammenhang kann in der Prddikatenlogik nicht ausgedriickt werden.

Beweis. Sei G ein ungerichteter Graph. Angenommen es gibe eine priadikatenlogische
Formel ¢ mit
G = ¢ gdw. G ist zusammenhéngend.

Seien m = qr(p) und 2A,,, B,, wie in Abbildung 2. Jede 3™-Nachbarschaft in 2, und B,
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Abbildung 2: Die 3™-Nachbarschaften (rot) der blauen Knoten reichen nie um den ge-
samten Kreis und sind deshalb isomorph.

hat hochstens e = 2-3™ 41 Elemente. Aukerdem haben 2, und 2B, gleich viele Knoten
und jede 3™-Nachbarschaft in einem der beiden Graphen hat den gleichen Isomorphietyp.
A, und By, sind also (3™, k)-Hanf dquivalent fiir alle £ € N und damit insbesondere fiir
k =m -e. Nach Satz 3 gilt deshalb 2,,, =, B,,,. Es folgt

A | gdw. By, E o,

was einen Widerspruch darstellt, da 2, zusammenhéingend ist 8,,, jedoch nicht. ]

3 Der Satz von Gaifman

Der erste Eindruck von der Lokalitdt der Pradikatenlogik, den wir durch den Satz von
Hanf erhalten haben, wird durch den Satz von Gaifman weiter prizisiert. Dieser sagt im
Grunde aus, dass durch pradikatenlogische Formeln ausschlieflich lokale Eigenschaften
spezifiziert werden kénnen und liefert gleichzeitig eine Normalform fiir Sétze.

Definition 4 (Lokale Formeln und Sétze). Fiir eine Formel ¥ ist V(@ die Relativierung
von v auf die r-Nachbarschaft von Z. Man erhilt " @ aus 4, indem jeder Quantifi-
zierung iiber eine Variable y die Bedingung d(Z,y) < r hinzugefﬁgt wird. Beispielsweise
wire fiir ¥ = JyVzp

YN ® = Jy(d(z,y) < r AV2(d(T, 2) <1 — eV @),

Die syntaktische Struktur von ¢V ®) garantiert dann, dass die Auswertung dieser Formel
nur von der r-Nachbarschaft von Z abhingt.



Einen Satz der Form

Joy . 3w, N\ (d(wizg) > 2 AN (a5))

1<i<j<n

nennen wir einfach lokal. Er beschreibt die Existenz von mindestens n Elementen, deren
r-Nachbarschaften paarweise disjunkt sind und die alle eine gewisse (durch ™" () (z;)
spezifizierte) Eigenschaft erfiillen, die nur von der jeweiligen r-Nachbarschaft abhingt.

Ein lokaler Satz ist eine boolesche Kombination von einfachen lokalen Sétzen. Wir
bezeichnen auferdem eine Formel ¢(Z) als r-lokal, wenn ihre Auswertung nur von der
r-Nachbarschaft von # abhéngt. Eine r-lokale Formel muss nicht zwingend eine Struktur
wie V") haben aber fiir jede Formel ¢ () ist 9" @ (Z) r-lokal.

Definition 5 (m-Hintikka-Formeln). Fiir eine Struktur 2 seien
©Ux1,. .., Ts) = /\{4,0(301, ..., Ts) | ¢ atomar oder negiert atomar mit A = p(a)}

und fiir m >0

OT(T1, ..., Ts) = /\ 3:ns+1apg;_1(x1, ey 1) AVTgyq \/ gogz_l(:vl, ce s Tst1) -
acA a€A

fiir jedes a gibt es ein b fiir jedes b gibt es ein a

Da es bis auf Aquivalenz nur endlich viele verschiedene Formeln cp’a"a_l gibt, was sich
induktiv zeigen lisst, stellen die Disjunktion und Konjunktion iiber alle Elemente von A
auch fiir unendliche Strukturen kein Problem dar.

et formalisiert exakt die Existenz einer Gewinnstrategie fiir die Duplikatorin im
Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel G, (2, @, B, b), weshalb

B = vy (b) gdw. (A,@) = (B, D)
gilt.

Um den Satz von Gaifman zu beweisen, soll zunichst das folgende Lemma gezeigt
werden. Danach folgt der eigentliche Satz durch Anwendung des Kompaktheitssatzes.

Lemma 6. Wenn 2 und B die gleichen einfachen lokalen Sdtze erfillen, dann ist A = B.

Beweis. Ahnlich wie beim Beweis von Satz 3 zeigen wir, dass es fiir alle m > 0 eine
Gewinnstrategie fiir die Duplikatorin im Spiel G, (2, B) gibt. Dieses mal soll

(A | N™ (@), @) =y(;) (B | NV (5),b)

fiir eine passende Abbildung g als Invariante beim (m — j)-ten Zug erhalten werden.
Den Induktionsanfang bildet () =y(m) (). Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass

(AT N (@),@) =4¢j11) (BTN (5),5) 2)



gilt und suchen fiir gegebenes a € A ein b € B, sodass
(R [ N™ (aa), aa) =y;) (B | N7 (bb), bb)

gilt.

Um solche Aquivalenzen innerhalb der Pridikatenlogik selbst zu beschreiben definieren
wir die 7/-lokale Formel ,
J (= 9(7) N @)

W@ = (47) .
Eine Struktur € ist genau dann ein Modell von 1/%(6), wenn die 7/-Nachbarschaft von ¢

in € g(j)-dquivalent zu der 7/-Nachbarschaft von d in D ist.

Wir bezeichnen im Folgenden alle Elemente aus B, deren 7j—Nachbarschaften 9(j)-
dquivalent zu der 7/-Nachbarschaft von a sind und die nicht in b sind, als Kandidaten
fiir b.

Fall 1 (a € N?™ (@)). Der Satz
2(d(a,2) < 2-7 Ayl (@, 2))

beschreibt die Existenz eines Elements in der 2 - 7/-Nachbarschaft von @, dessen 7/-
Nachbarschaft g(j)-fiquivalent zu der von a ist. In (2 | N7 (@), a) ist dieser Satz of-
fensichtlich durch a selbst erfiillt. Wir fordern nun, dass g(j + 1) gréfer als der Quanto-
renrang dieses Satzes ist, denn dann erfiillt wegen unserer Induktionsvoraussetzung (2)
auch (B | N7 (b),b) den Satz. Damit existiert dann ein b € B mit den gewiinschten
Eigenschaften. Die Forderung an g ist in Ordnung, da der Quantorenrang des Satzes nur
von j und ¢(j) abhéngt.
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Abbildung 3: a ¢ N27 (@) = N7 (@ NN"(a) =0

Fall 2 (a ¢ N?7(a)). Aus Abbildung 3 geht hervor, dass N” (a) N N (a) = 0 ist.
Wir miissen daher nur einen Kandidaten fiir b finden, dessen 7/-Nachbarschaft nicht
mit der von b iiberlappt. Dazu betrachten wir zunichst wie viele Elemente, derenv7j—
Nachbarschaften g(j)-dquivalent zu der von a sind, jeweils in 2,8, N2™ (@) und N7 (b)
maximal gewihlt werden kénnen, sodass sich ihre 7/-Nachbarschaften nicht schneiden.
Fir alle s > 1 sei

5s($17"'a$s) = /\ d(l’[,l‘k) >47]/\ /\ wé(:ﬁl)

1<I<k<s 1<I<s



und seien i und e die gesuchten Anzahlen in 2 bzw. N27 (@), dann sind i und e formal
definiert, sodass

A ): E|x1 e 31’,;(5,;, A bé 3%‘1 . 3$i+15i+17 (3)
@& N (@),a) 3oy Fee( N\ d@ ) <207 A6, (4)
1<k<e
@ TN (@),a) 3 3w (O d(@ar) <207 AGen). (5)
1<k<e+1

Wir méchten nun, dass die Werte fiir 8 und N2™ (b) identisch zu i bzw. e sind. Da die
Formeln in (3) einfache lokale Sétze sind und wir annehmen, dass 2 und B die gleichen
einfachen lokalen Sétze erfiillen, gilt das fiir <. Fiir e benttigen wir eine weitere Bedingung
an g. Wir fordern, dass g(j + 1) grofer ist als die Quantorenringe der Sitze aus (4) und
(5). Da in einer 2 - 7/-Nachbarschaft von einem einzelnen Element alle Elemente einen
Abstand von héchstens 4-77 haben, ist e < |a] < m. Also hingen die Quantorenrénge von
den Sétzen aus (4) und (5) nur von m, j und g(j) ab und unsere Forderung an g(j + 1)
ist in Ordnung.

Fall 2.1 (e < i). Es gibt einen Kandidaten fiir b auferhalb von N27(b). Da sich die
7J-Nachbarschaft dieses Kandidaten nicht mit N7 (b) schneidet, kénnen wir ihn als b
wéhlen.

Fall 2.2 (e = i). Aus Abbildung 4 lisst sich erkennen, dass alle Elemente, deren 77-
Nachbarschaften g(j)-dquivalent zu der von a sind, in N7 (@) liegen, da sonst i nicht
mehr maximal wire. Insbesondere ist also a € N%7 (@). Auferdem ist a ¢ N?™ (@). In
A gibt es also ein Element z (ndmlich a), dessen 7/-Nachbarschaft g(j)-dquivalent zu
der von a ist und fiir das gilt 2- 7/ < d(@,2) < 6 - 7. Wir halten die Existenz eines
solchen Elements in einem Satz fest und fordern wieder, dass g(j + 1) grofer ist als der
Quantorenrang von diesem Satz. Damit ist auch B ein Modell des Satzes und folglich
gibt es ein passendes b € B. O

4.7
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Abbildung 4: c € N27 (@) A ¢ N7 (@) = d(c,d) > 47

Satz 7 (Gaifman). Jeder pradikatenlogische Satz ist aquivalent zu einem lokalen Satz.



Beweis. Zu einem Satz ¢ mdchten wir einen dquivalenten lokalen Satz finden. Sei 2 ein
Modell von ¢ und ®(2) die Menge aller einfachen lokalen Sétze, die von 2 erfiillt werden
und der Negationen von allen einfachen lokalen Sétzen, die von 2 nicht erfiillt werden.
Ist eine Struktur B Modell von ®(2(), dann erfiillt sie also genau die gleichen einfachen
lokalen Sétze, wie 2. Nach Lemma 6 wissen wir, dass dann 2l = B und damit 9 auch
ein Modell von ¢ ist. Also gilt ®(A) = ¢. Nach dem Kompaktheitssatz existiert eine
endliche Teilmenge ®¢(2) C ®(2A) mit Po(A) = .

Wir betrachten nun die Modellklasse £ = Mod(y) von . Wie gerade gezeigt gilt
Vaei, A Po() | ¢ fiir alle endlichen Teilklassen Ko C K. Wir mochten zeigen, dass
es eine endliche Teilklasse Ko C K gibt, sodass ¢ = Vycx, A Po(21), denn dann ist
fquivalent zu einem lokalen Satz nmlich Vg, A ®o(2). Nehmen wir an, es gibe keine
solche Klasse Ko, dann wire {¢} U {= A Po(A) | A € Ko} fiir alle £y C K erfiillbar.
Nach dem Kompaktheitssatz wire auch {p} U {= A ®o(2) | A € K} erfiillbar, was einen
Widerspruch darstellt, denn jedes Modell 2l von ¢ liegt in K und ist damit Modell von

A\ @o(A). O

Dieser Satz rechtfertigt es lokale Sétze als eine Normalform zu bezeichnen, die wir
Gaifman-Normalform (GNF) nennen.

4 Der Satz von Seese

Eine algorithmische Verwendung der Gaifman-Normalform liefert der Satz von Seese.
Hier soll der Beweis aus [Kre09| vorgestellt werden, der etwas von dem urspriinglichen in
[See95| abweicht.

Satz 8 (Seese). Fiir jede Klasse K von Graphen mit beschrinktem Grad und jeden prd-
dikatenlogischen Satz ¢ ist G = ¢ mit G € K in linearer Zeit (in der Grifie von G)
entscheidbar.

Beweis. Sei G = (V, E) ein Graph, dessen Grad durch eine Konstante beschriankt ist
und ¢ ein pridikatenlogischer Satz. Nach Satz 7 kénnen wir ohne Beschréankung der
Allgemeinheit annehmen, dass ¢ lokal ist. Per Definition ist ¢ dann eine boolesche Kom-
bination von einfachen lokalen Sétzen der Form

W= Fxy ... Jxg( /\ d(zi, xj) > 2r A /\ V(x;)),

1<i<j<k 1<i<k

wobei ¥ eine r-lokale Formel (das bedeutet die Auswertung von 9(x;) hangt nur von
N7 (z;) ab) ist. Fiir die effiziente Auswertung von ¢ sind die booleschen Kombinationen
kein Problem, weshalb wir uns darauf beschrinken, zu zeigen wie ¢ in linearer Zeit
ausgewertet werden kann. Dazu ermitteln wir zunéchst die Menge @) aller Knoten v € V,
fiir die G | N"(v) | 9 gilt. Da der Grad von G beschrénkt ist, kann |N"(v)| als konstant
angenommen werden und somit ist dieser Schritt linear in der Anzahl der Knoten. Nun
miissen wir priifen, ob es mindestens k solcher Knoten gibt, die paarweise einen Abstand
von mehr als 2r haben. (Man sieht leicht an der Struktur von 1, dass genau in diesem



Fall G |= ¢ gilt.) Dazu iterieren wir iiber alle Elemente v € @ und fiigen sie der Menge
L hinzu, falls v ¢ N?7(L) ist.

v
V2 e
V4

v3

Vo @il

Abbildung 5: Hier ist L = {vg, v1,v2,v3}. Der Knoten vy liegt in N?"(L) (hellrot) und
kann daher nicht gewihlt werden, vy hingegen schon.

Fall 1 (|L| > k). Wir haben genug Knoten in V' gefunden, die die Bedingungen von 1
erfiillen, sodass insgesamt G |= v gilt.

Fall 2 (|L| < k). Wir haben nicht genug Knoten gefunden, die die Anforderungen erfiillen.
Es ist jedoch moglich, dass wir bei dem Erstellen von L einfach nicht die richtigen Knoten
gewihlt haben. Wir wissen aber, dass jeder Knoten in @), den wir nicht gewahlt haben,
in N?7(L) liegt, denn sonst hétten wir ihn ja gewihlt. Also ist Q € N?"(L). Da |[N?"(L)|
fiir unsere Betrachtung konstant ist, kénnen wir in konstanter Zeit priifen, ob N?7(L)
mindestens k£ Knoten enthéilt, die zusammen ) erfillen. O

5 Praktische Anwendungen

Ein effizienter Algorithmus, der das Problem aus Satz 8 16st, hétte breite Anwendung
in der Praxis.Warum Algorithmen, die den Ansatz aus dem Beweis von Satz 8 nutzen,
allerdings grundsétzlich keine praxisrelevanten Laufzeiten erziehlen kénnen, soll in diesem
Abschnitt geklirt werden.

Satz 9. Fualls P # NP, dann gibt es keinen Polynomialzeitalgorithmus (in der Grofie von
G und @), der fir einen beliebigen Graph G mit durch d > 0 beschranktem Grad und
eine Formel ¢ entscheidet, ob G |= ¢ gilt.

Beweis. Wir zeigen, dass falls es einen solchen Algorithmus gibt, P = NP gilt. Sei v
eine aussagenlogische Formel. Wir iibersetzen diese in ein pridikatenlogisches Aquivalent
bestehend aus einer Struktur 20 und einem Satz ¢ iiber der Signatur {Q}, wobei @ ein
einstelliges Relationssymbol ist. Die Konstruktion wird hier nur an einem Beispiel gezeigt.
Fiir ¢ = <—\X0 V Xl) A (=Xo V = Xs) ist

¢ = JwoIw Tz ((—=Q(x0) V Q(x1)) A (—Q(20) V —Q(22)))
und A wie folgt:



Die Formel 1 ist genau dann erfiillbar, wenn 2 ein Modell von ¢ ist. Das bedeutet, falls es
einen Algorithmus gibt, der entscheidet ob 2 |= ¢ gilt und der eine polynomielle Laufzeit
sowohl in der Grofe von 2 als auch von ¢ hat, dann ldsst sich mit Hilfe dieses Algorith-
mus in polynomieller Zeit entscheiden, ob v erfiillbar ist. Das Erfiillbarkeitsproblem der
Aussagenlogik ldge also in P, womit P = NP folgen wiirde. O

Eine direkte Konsequenz dieses Satzes ist, dass unter der Annahme P # NP die Laufzeit
des Algorithmus aus Satz 8 Konstanten haben muss, die schlechter als polynomiell in der
Grofse der Eingabeformel sind. Wie schlecht die Konstanten jeglicher Algorithmen, die
auf die Gaifman-Normalform zuriickgreifen tatséchlich sind, zeigt folgender Satz.

Satz 10 (Dawar, Grohe, Kreutzer, Schweikardt). Fir jedes h > 1 gibt es einen Satz oy,
iiber der Signatur {E} der Grofe O(hY), sodass jeder lokale Satz, der auf der Klasse der
endlichen Bdume dquivalent zu oy, ist, mindestens eine Ldange von 2 11 h hat.

Dabei ist

2
_ 92
OMh= 2
h Kopien

Es gibt also schon fiir sehr grundlegende Fille (Signatur {E} und endliche Biume als
Struktur) Formeln, die die Laufzeit des Algorithmus aus Satz 8 so stark steigen lassen,
dass er fiir die praktische Anwedung nutzlos ist.
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